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HAUPTAUFSÄTZE 
Das hydrodynamische Randwertproblem. 


Von C, W, OSEEN in Uppsala. 


(u ee a ae ums meint 





| 1. Einleitung. Im folgenden soll ein Bericht gegeben werden über einen Kre; 
| von Untersuchungen, deren gemeinsames Ziel war, Licht über das bydrodynamisch: 
Randwertproblem zu gewinnen. Unter dem hydrodynamischen Randwertproblem verstehe: 
wir dabei die Randwertaufgabe für die in irgendeiner Weise linearisierten Navier 
Stokesschen Differentialgleichungen. In Betracht kommen zur Zeit: 








ran en. Aber 


I. Die Stokessche Annäherung für stationäre Bewegung: 


re) ‚Ou r 
| du Zt 2 (j=1,2 bzw. 1,2, 3). 


2) x ; 0x 
2. Die erweiterte Stokessche Annäherung für stationäre Bewegung: 
ou; ( pP x Ju 


uJSwH+oW - 0, >> — 0. 
, Oxj O x; j Oxj 


Er ET NEE EEE TE 


3. Die Stokessohe Annäherung für nicht-stationäre Bewegung: 


Ou Ö ‚9u 
u Ju — 0 — p —=(, 3 ——=l,. 
O4 x j O%; 


ee ei EEE 


Von den hierdurch gekennzeichneten drei Aufgaben enthält offenbar die zweite die 
erste als speziellen Fall und die dritte die zwei ersten als spezielle Fälle. Andererseits 
ächst die Schwierigkeit des Problems, wenn man von der ersten zur zweiten und noch 
| mehr, wenn man von der zweiten zur dritten Aufgabe übergeht. 

Ueber die Ziele der Forschung auf diesem Gebiet bemerken wir folgendes. Bei 
der Schwierigkeit des Problems kann man für den allgemeinen Fall nichts mehr hoffen 
als eine Zurückführung desselben auf eine reguläre oder wenigstens lösbare Integral 
gleichung. Eine solche Zurückführung läßt sich im allgemeinen, wenn sie überhaupt 
möglich ist, in mehreren verschiedenen Weisen ausführen. Es ist daher eine der Auf 
eaben der Theorie die einfachste unter den Integralgleichungen zu finden, die als Schlüssel 
der Randwertaufgabe dienen können. Ein anderes Ziel der Forschung ist die Auffindung der 
mit einfachen Mitteln lösbaren Spezialfälle. Ein drittes Ziel ist endlich Methoden zur nume- 
rischen Lösung der Randwertaufgaben zu finden, welche einerseits mathematisch zuver 
lässig sind, anderseits in bezug auf die Rechenarbeit nicht mehr als das Notwendige verlangen 

Als Fredholm seine Lösung der linearen Integralgleichung zweiter Art gefunden 
hatte, stellte er sich die Aufgabe mit Hilfe derselben die Formänderungen eines beliebigen 
elastischen Körpers unter dem Einfluß von vorgeschriebenen Verschiebungen der Ober 
fläche zu berechnen. Er benutzte bei seiner Lösung dieses Problems die schon von 
Boussinesq und Cerutti gefundene Lösung des speziellen Falls, wo der Körper ein 
von einer Ebene begrenzter Halbraum ist. Es schien unter diesen Umständen wahr 
scheinlich, daß auch bei der hydrodynamischen Randwertaufgabe, wenigstens bei stationärer 
Bewegung, die Lösung des speziellen Falls, wo die Begrenzung eine Ebene ist, eine 
Zurückführung des allgemeinen Problems auf eine reguläre Integralgleichung ermöglichen 
würde. Es schien um so mehr geboten die Richtigkeit dieser Vermutung zu prüfen, weil 
die Lösung des Randwertproblems bei ebener Begrenzung an sich eine wichtige Aufgabe 
ist. Dies war der Ausgangspunkt einiger Untersuchungen des Verfassers, die wir hier 
zuerst besprechen wollen '). 


un nn Ünincrue ntsn M 
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a re VE Te 


| 2. Die erweiterte Stokessche Annäherung für stationäre Bewegung. Das 
| zweidimensionale Problem. (segenstand unserer Betrachtungen soll zunächst das 
Problem 2 sein und zwar der zweidimensionale Fall desselben. Wir stellen uns also die 
Aufgabe eine in einer Halbebene reguläre Lösung ıı, ta des Systems: 


ou Op x ou ' 
u Au + 0Uo - —(, >) —(, j=1,2) .e. .»..0 
u Oxı OX OÖ x; ° J 











I, C,W, Oseen: Ueber ein bydrodynamisches Problem. I. — III. Arkiv f. mat., astr. och fysil 
\ | Bd. 17 (1922), 19 (1926), 20 (1927). Ueber eine potentialtheoretische Randwertaufgabe aus der Hydr: 
dynamik. N. Acta R. Soc. Seient. Upsaliensis. Vol. extra ord. editum, 1927. 
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ı bestimmen, die auf der Geraden, welche die Grenze der Halbebene bildet, vorge- 
‚hriebene Werte U}, U, annimmt und im unendlich Fernen verschwindet. Durch Ein- 
ihrung eines geeigneten Bezugssystems können wir erreichen, daß die Halbebene, inner- 
alb welcher u, u existieren sollen, die Halbebene x; > 0 ist. In diesem Bezugssystem 
‚ögen die Gl. (1) die Form: 


du; Vu Op ou u 
u Au; +0 (1 | + u, (9) ._ —=(), (j=1,2), ob A 
Ox| OxX9 0x; Oxı Oxy 
ıaben, oder, wenn wir: ou 
+) a 0;, 
2 MM 
setzen: 
ou; du I Op i om , Om Ä 
IW+2(15 +9.) — 0, el, 2), ee , FR 
Oxı 0x 14 Oxj Oxi I x 


Unsere Aufgabe ist eine Lösung u, %s dieses Systems zu bestimmen, die in der Halbebene 


x; >0 regulär ist, auf der Geraden & —=0 den Wert U, (2%), Us (2) annimmt und den 


Bedingungen: 
lim = 0 
Tg > % 


genügt. Um unsere Aufgabe zu lösen, stellen wir die Funktionen //, durch Fouriersche 
Integrale dar: 


+ © Fr 


. » ä a r 
U) (a1) et U;($) en) dandS ee 


z NM 


am — on 


> 


und suchen eine entsprechende, ebenfalls durch Fouriersche Integrale darstellbare Lösung 
des Systems (2). Formal kann man diese Lösung in der Form: 


+ o 
y\' « . ‘ De 
U; = | u U, (£) u;x (&ı <, »)dE 
} 
.s. 
schreiben, wo 
7 00 
1 a? e' I9 170) 4 19 (A Y e Io To £ / » 
un = 3 ’ er da, 
2 a“ +aa ag 
— 
+ o 
1 amgleihr ehr) . (— 
U = - - emiamVg u; 
= ® Ay” + Ay a2 
% 
+% (4). 
l a, ag (e' u 5 u, 2,) ia,lz 
Usı = r - e ı \#1 d @, 
zn 3 au? rag ag 
— © 
7 00 
® a2 2 Yo Xo 
1 aaa e 2 2 + e 2 - ; ( BE 
Ur =— . e a 7 ” d (X 
2 n a“ + da ag 


“ hat die Bedeutung —+ ?«, wobei das Vorzeichen so gewählt werden soll, daß der 
reelle Teil von © «, negativ ausfällt. «s,' hat den Wert: 


09 ti Va — io)? + 0? 


= Vo: + 1? 
nd das Vorzeichen so gewählt werden soll, daß der reelle Teil von @ (“«'—i0,) negativ ist. 
Es handelt sich jetzt darum die durch unsere Integrale definierten Funktionen ;, 
‚a untersuchen. Wenn möglich sollen sie durch früher bekannte Funktionen ausgedrückt 
verden. Wenn dies nicht restlos geschehen kann, muß man für die Reste geeignete 
'arstellungen suchen. Schließlich muß man nachweisen, daß die Funktionen «;, einerseits 
ch in der Nähe von x» = 0 so verhalten, daß: 
ro 
lim FI UD.lE un lc —E, m)dE—-U;(k) 
rs —>) \ . h 
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u f} “ . . “ * ” . 
| anderseits bei &3—> © verschwinden. Erst durch diesen Nachweis wird der Beweis 
erbracht, daß die Formeln (3) und (4) wirklich die Lösune des Problems geben. 
j ’ \ 
Die Zwischenrechnungen übergehend geben wir sofort die Resultate. Wir setzen: 
! 7 —£ + 1%, iv E Lu —— S- ı.%, = E X —£ —=rCcO0sV, x = rsin’ 
| = 6005%, %— Gsinv, 
und bezeichnen mit Sie {x} den reellen Teil von z. 
Die Funktionen «,, lassen sich in diesen Bezeichnungen folgendermaßen darstellen: 
; 1 . Oo\\ 1 . > » f, < „ 2 c 
j | | u - sin vu CO8 (Vy + U) + sin (vo + 24) cos (vy + 9) e -erleos(w — 9) — cos(u,+9)] _, 
: | 2nr 2nır 
} + sin (vg + 2 0) {1 — e”?r 1008 (9-9) — cos (u, 9) 4 
} 2nor® 
i | 4 r/2 Fi“ 
ud ? cc 1 0° ü ’C ! GG m Sr € 9 fi fı Q 
E ! Re e I’. COS u, Un 1 -t- e’»-vus ’ (dv, = >N % eT7rCos (n, 0) cosYde-iw.t! 
j 2 POT ) 2 
I vn 
i Er2 Fi 
N j () < ‚2 y ’ r } 
j | I sin N, e 1 ei t 2») ) —- peI7rcos (u, + U) dv! 
! Oo Or 0° Ir“ \ b/ 
| cos + l 
| Un = N cos dv, COS (vg + %) - 
| 2nr nr 
i 1 u fi ES ( 
| cos ® + cos (v + 9) co8 (vo + 29)} errleos (u —#) — cos(u+9)] _ 
| 2ımr 
| - co8 (vo + 2%) $1 — er? Llcos (wo -9) - cos EH)]} 4 
2nor® 
| EL. 2 io 
0 \ . «non r ' 1 04 : „PP n \ 177 \ . - rn /, ‘ ıc 
t Nelie- ee u ,) + e°c0su qui = Re jierrreos en (050. (Vo +8) 
2 ul; << 22" De 3m 
H 4 n 2 t 17 
1 1. I PA F BEN, 
k + sin” : - e Zum 4 ) - + eIrcos > ==: d V 
5 oO Or 0” Or“ ’ 
cos" 1 ) 
us + cos vo cos (nn +9) + 
2rr 2nır 
1 / fi ‘ on G ++ > x fi \ 1 
+ I C08 N) - cos (v, 4 0) 0O8 (vo + 20)} E Ir |\CO Jo q ıS (u, 4 0)| due: 
2nır 
CO8 (vo 4 ) oO) { l ea ICOSs (uU, 1) cos (nv, + 0) + 
2nor 
Er/2 ie 
17] ME. cc ! 
. s) " ze”? COS Ua 1) ( + eTFs»CUS U d UV ae 
2rı ai DT, 
- ‚0 
1 oO \ 1 +» l . oO 
Me jderrr cos(u TV (cos Zuiuna sind — — 
2n 2 or 
4 r/2 f 1% 
9 u 
| e-i(u. +29) ® + esreos(u+#) qy } 
0° Ir? zn \ 
sin ıF 1 au 9 ” 
492 = cos vo 8INn (Vo + V) 
2nr 2rır 
cos (vo + 9) sin (vg + 28) e=77 leos (u — 9) — c08 (u #9)] 
2nr 
\ 1 . -7r|Ccos u — COS (t - ) 
„ sin (vo +29) (1 —er’rieos(w -9)- cos(uEN]} _ 
2ror 
Erf iu 
5 ( N 1 (2 > vr 
Ne zerrcosvo— Vol — —- —_,) [+ erkcosv Jul 4 
ırı { 057. \ 
0 x > a nm . c f BR 0 N fi N ri cd) 
# Ne 37008 (ug v (cos #. I TO) sind — 
2 ( 0 or 
En/2 Fi 
2 » 
i I ei ! 2») O ) |- e7rcos Ne ı}) dv R 
; Ku Ir? ä me 
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iz . 
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In diesen Formeln wird vorausgesetzt, daß entweder 0 <w, <r oder -z <w<0. 
m ersten Fall muß man überall das obere Vorzeichen nehmen, im zweiten Fall das untere. 

Mit Hilfe dieser Ausdrücke für die Funktionen u;, zeigt man leicht, daß sie, wenn 
r, —&8>0, mit ©, verschwinden. In der Umgebung von &ı =S,x = 0 kann man sie 
n Reihen entwickeln. Man findet so: 


2 i . 2 . 
uU = — sind cos®?d—+..., Un= sin?W cos" +... 
ur rır 
fi. 2 2 ” 
Un = sin?Wco89-+..., ug= sin’® +... 
nr? tr 
Die nicht ausgeschriebenen Glieder werden für = 0 höchstens logarithmisch unendlich. Da: 
z, re x, +: 
ie 00 mon: ı xı — E)? . 
lim | sin d c0o8?9 — — lim 7 | ( 2 : dm, 
n—>0 "!T. r >00 T". (x: —£) +x,’] 
’ X] = 5 7ı — £ 
7 + E x + e 
5 :E .; dE 2x? [ (n—IdE 
lim | sin’”cosö ° — lim - | (x m ) a =0, 
>00 r. >00 2” ) I -5)’+2] 
7ı — € 7, 
7 + E x + = 
DZERFT 2’ dE 
lim | sin’ ’ — lim - 22 =l, 
0 "7 r  >0 % (x: — 5)? + x;°] 
a —e a —e 
so folgt, daß tatsächlich: 
+% 
im | EU) u. (0 —8,)dS = U;(r) 
X >) k 


— £ 


vorausgesetzt, daß die Funktionen //; stetig sind und bei wachsendem sich so verhalten, 


daß die Integrale konvergent sind. 

Man kann ferner leicht das Verhalten der Funktionen u;, bei großen r-Werten 
feststellen. Man findet, daß alle u;. in der Halbebene X, = 0 bei wachsendem r gegen 
Null gehen. Insbesondere nehmen sie auf der Geraden %, = (0 mindestens so stark wie 
I/r ab. Damit ist bewiesen, daß die Funktionen w,, wirklich in dem betrachteten speziellen 
Fall die Lösung der Randwertaufgabe geben. 

Wir wollen schließlich in der gefundenen Lösung den Grenzübergang #u— 0 aus- 
führen. In dem Fall: 0 <w,<nr läßt sich dies ohne Schwierigkeit machen. In der 
Halbebene x >Ö, 5 >0 nähern sich die Funktionen u, bei «—0 gleichmäßig den 


foleenden Grenzwerten: 
r i cos F R ! sin F 
lim ıyı = 0, lim up = i lim u: = 0, lim 3 — 
i rr er 


Man hat also, wenn 0 <w<nr, in der Grenze u= 0: 
+o 


U, (8) m dE. 


r: 


1 


+ X 
1 F r v Xı ae & 
u = | BE (S) 9 ds, U = 
ru r T. 
= — 
Weniger einfach ist der Grenzübergang im Falle — z < vo», < 0, weil die Funktionen 
4; in diesem Fall nicht überall gegen endliche Grenzwerte konvergieren. In den 


Integralen: +» 
| STE ur (a —8,%) dS$ 


k 
= 
kann man jedoch ohne Schwierigkeit den Grenzübergang ausführen und man bekommt so: 
+ 2 +% 
. g . r w sin v0 ® " " . 5 o X» . 
lim |EU.O wurd! - | [7 (2) sin w— l/, (£) cos vo] ds 
J > X “ k ı “ r 
u, => 08 
e- . 
cos vo > 46 . ı | 2 — 1 
_ | 77, (£) sin w— U; (£) cos vo) |* — — - Id} + 
gt r“ x —5— cotvo’Xg 


> (£ 


+ 008? % U (8. — %, ecot vo) + sin vo COS vo Ua (&ı — X, cot vo), 
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+% + x 
. . ‚ - De COS tr; y ’% . r z x2 o 
lim Ss U(Kk)wı.d5 = | 77, (£) sin w UsıE) 008 vo] -— dS$ 
> % j N 1. a ge 
Er ei 
+@ 
. » r E 
sın vn . % = .. Xı ei 1 
| / ı (2) sin vu — Us ($) cos vo| | ’ - dE r 
A | I r xı — zs—cotvg ’xX2 


u. 


+ sin vu cos vo U (&ı — %z Cot vg) + sin?v, U; (Xı — x cot vo). 


Die Grenzbewegung ist also, wenn 0 < », <, eine reine Potentialbewegung, welche 
an der Ebene x, — 0 der Bedingung us — U,, aber nicht der Bedingung u, = U, genügt. 
Im Falle — mr <v, < 0 ist dagegen die Grenzbewegung aus einer Potentialbewegung und 
einer den Gleichungen: 


OxXk 


genügenden Potentialbewegung zusammengesetzt. Die Bedingungen u, = /,, us = U, für 
Xs 0 sind beide erfüllt. 


Wir haben zum Schluß die Frage zu beantworten, ob wir mit Hilfe der Funktionen «;; 
die Randwertaufgabe für einen Zylinder mit beliebigem Querschnitt auf eine lösbare 
Integralgleichung zurückführen können. Dies ist nicht der Fall. Die in diesem Para- 
sraphen gefundenen Funktionen u;. sind zunächst nur in der Halbebene x; > 0 definiert. 
Man kann sie in die Halbebene x, < 0 fortsetzen, aber man erhält in dieser Weise nicht 
eindeutige Funktionen. Dies genügt um zu zeigen, daß die u;, nicht zur Lösung der 
allgemeinen Randwertaufgabe der zweidimensionalen erweiterten Stokesschen Näherung 
verwendet werden können. Eine Ausnahme bildet der Grenzfall =». Die oben ent- 
wickelten Formeln ermöglichen eine Zurückführung der Randwertaufgabe für diesen Fall 
auf eine lösbare Integralgleichung. Es erübrigt sich hier auf diese Fragen einzugehen, 
da ich sie in meinem hydrodynamischen Buch behandelt habe?). 





3. Die erweiterte Stokessche Annäherung für stationäre Bewegung. Das 
dreidimensionale Problem. Die Auigabe ist eine für &; > 0 reguläre Lösung des 
Systems: 


« (0) !u up U u wi 2 
uJuw+ 0oXru, =(, 2 =(0, jJ,k=1,2,3 
N ex} Üx k OXk 


zu finden, welche für 2&;—0 den Bedingungen u; — U; (xı, &), (j=1, 2,3), und für, >» 
den Bedingungen w,— 0 genügt. Die Methode zur Lösung der Aufgabe ist dieselbe 
Fourier-Analyse, die wir oben angewandt haben. Auf die methodischen Fragen soll 
deshalb hier nicht eingegangen werden, sondern nur die Ergebnisse mitgeteilt werden. 


) 
{ 


oU 
ie Ä ‚ Sa n.. . 
_— =6, 20%” o(5>0), d.=0, wenn jFkKk; =1, wennj=k, 
Zu k 
/ . DW « j > o / « D- 
R — ) 2 (d, —— &,)2, It, — Var — 1x)”, R,: a ] >) (1 — 5), 
k k k 
‚ « 0% r r « Ok r ı Ok ö 
Z=R+! - mv—-&), Z=R+:- m),  Zu= Rırt+23— (m $ı), 
k 0 ; k [73 k [73 
x 
- ‚ a 1 —e”“ 
ss =VU, 3 = 0, k — 3 3, O(x) = d«. 
a 


(0) 


Die Lösung der Aufgabe kann dann in der folgenden Form geschrieben werden: 


+© 
A v Des Den in “ ct 
uU (X, X, X) —/} U, (£ı, $)) u; (Xı . 5, Da > 5: 2;)dS, d&;, 


> 


I) C,W. Oseen: Neuere Methoden und Ergebnisse in der Hydrodynamik. Leipzig, Ak. Verlagsges. 
1926, S. 264 —' 272. 
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) 
RN () e-ıZ 1 re #O(0Z) 
= — Vık + 03 .r t- 03 + 
0x3 2nR Arno Ox3 OXx OX: 
+ © 
1 4: 03 1/9 er 
-r r ( — os) 0 (0 Zr £) d 71 d 12 
sn?o )J) On; Ox;dx Rn \Onz 

= & 

t vo). .. e er . 
1 .f 1 02 ra 9O(oZ,) 2 1 eL O 
 — } | ( > 65 ) f o ( t- 03 ) () (0 Zr:) dnı dna 
welche s8n"ec, s Rn: Ox3° OxX3 Ox; Oxı Ix: Oxı R, \On3? On3 
.. =. 
renügt. 
>. 
Ig und dr 8 1 Ur £> % N . 1 
65) ( ee „dm dm. 
Int Ox n£ Er 3 Ox: Rı /1 12 


u für C =— 


Die Funktionen u,. sind im ganzen Raum mit Ausnahme des singulären Punktes: 
&,,% = &,% = 0 endlich, eindeutig, stetig und beliebig oft stetig diiferenzierbar. 


Sie verschwinden im unendlich Fernen (?=») und, wenn R> 0, auf der Ebene %; = 0. 
en u In der Umgebung des singulären Panktes verhalten sie sich bis auf Glieder, welche im 
rc singulären Punkt höchstens wie 1/R unendlich werden, wie 
Para- Mi ( r a 0. SR. — 013 - - 
iniert. 2 \Ox,; 0x R "du R "0x R/ 
nicht Mit Hilfe dieses Ergebnisses findet man leicht, daß die Integrale: 
g der r E 2 
erung // u; dSı dSa 
ı ent- | | ’ | 
ı Fall endliche Werte annehmen, wenn der Punkt &ı,%2,&%; sich einem Punkt der %, %,-Ebene 
nähert, und daß: 
ehen, 
7 I. 
lim [ [ EU. Eu, — 5,5) dd Tl, 0°), 
Das ei nr © y 
' des ,—>0 
wenn die Funktionen U, stetige Funktionen sind, welche für große Werte von VE?+ &? 
sich so verhalten, daß die Integrale konvergieren. 
Mit Hilfe der Funktionen «;. gelingt es die allgemeine Randwertaufgabe der 
erweiterten Stokesschen Annäherung im dreidimensionalen Fall auf eine reguläre Integral 
>o® gleichung zurückzuführen. Da sie sehr kompliziert ist, soll hier von einer Wiedergabe 
‚elbe derselben abgesehen werden. 
soll Wir führen zum Schluß in der Lösung des Problems der ebenen Wand den Grenz- 
den. übergang u— 0 oder 0—>» aus. Es kommt: wenn 5% >00: 
| + © 
1 . 7te a 
lim u (X. %9. %3) u | V; (&,,8,) dSı da, 
u) an J. Oxy R 
u. 
wenn 5 <0,j =1,2 
+ 7 
lim u; (21,2%, %) = U, (= I... %3,%, ei %,) + | ji —_ n (log Z-log Z*) d&, dSs, 
> 0) 05 03 en), 00h ox 
u 
+ %© 
lim En D, (=: 6 KK — 09 2) + | ft Wi = =) (Fr Z 03 L Ja £, 2 £, 
u—>0 3 0 3 2n JJ \05 08 x; o L*) 
en: In diesen Formeln ist: 
= \(&ı = 51)? + (2 — 5)” +9?, Z=kR+ — (ai — Sı)+ - (a. — 8) + . X, 
( 





ses, 





0] . ber 3 09 Pr. re - 0] o R ü 09 09 c 2 
Mu — amt) Fi %z - S,) + % — L—Ssı) 4 XL — T, 5) . 
03 03 0 03 0 03 
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Es gelingt mit Hilfe dieser Formeln die Randwertaufgabe für einen beliebige: 
Körper auf eine lösbare Integralgleichung zurückzuführen ?). 
5 
4. Die $Stokessche Annäherung für nicht-stationäre Bewegung. Eine 
| Ebene bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit. Man soll eine im Unendlicohen ver 
| sohwindende Lösung ı, us, us des Systems: 
| i I yi Oo B) 
| udu- BE; p B; % md, j=1,2,38 
Of Oxj j UxX; 
1 / bestimmen, welche auf der Ebene vorgeschriebene, im allgemeinen von der Zeit abhängige 
j Werte U), U, U; annimmt. Durch eine Koordinatentransformation kann man erreichen, 
daß die Ebene, welche die vorgeschriebenen Werte der Geschwindigkeitskomponenten 
j trägt, in Ruhe ist. Wir legen den Anfangspunkt in die Ebene und ziehen die x;-Achse 
. . . . . . . .. . . 
| senkrecht dazu. — ur, — ua’, — us? seien die Geschwindigkeitskomponenten der Flüssigkeit 
f im unendlich Fernen in bezug auf dieses Koordinatensystem. Unsere Differential 
| | gleichungen nehmen dann die Form: 
£ Vu; u; % u) 
„Aureiu I —e— ER x t—=0, J=1,2,3 
} OXxk Of 0x) ; 0% 
\ an. Die Nebenbedingungen sind, wenn die Flüssigkeit den Halbraum x; > 0 erfüllt: für 
j X; —— 0, U; zum U. (7, 7, t), lim uU; = Ü, 
| in © 
| Die Lösung der Aufgabe kann wieder mit Hilfe der Fourieranalysis gewonnen 
werden. Das Ergebnis läßt sich in der folgenden Form schreiben: 
ı Sf yır iD RA zu ai 
—— U; (£ı, &, ?) dSsıdS 
uU on | 3 1; 52; dx R = 1 2 












t jahıas |E UlE,E, una — 51,0% — $3,%,1—T)dr, R= | A- + (0 — 8) + Xz’. 
k 


EEE ZR 


« 
m — 00 





Die Funktionen v,, können in vielen verschiedenen Weisen geschrieben werden. 
Wir geben zwei von diesen Darstellungen. Folgende Abkürzungen werden benutzt: 


our , . Pr . y eg ’ N Te = cr 
Ox >= ’ Rn—=\VX («; .- 7)"; er: -YE(n, - j),, Rt — 1) =/2]%, -5+ U, (tt — n)]?, 
J 


2 u ; ; 





Rt )-\E[, —y+U(t—T), Belt )—]x m; — 5+ lt — 2)”. 
j J 














Dabei ist stets zu beachten, daß &; = 0. Am kürzesten schreibt man jetzt: 








. p[R(t— r)]? 

\ o a, - / 

a 54 € ) ı_ DB _.- pl) ı 
4TT u (t — r)': 

oe [R,e (t — r)]? 

+ & . — 

.r » 4u(t T) 


1 o \s3/, 0? n3 € 
+ (oo) 5 Ijamam | dns + 
2n \arıu 0x, Orr), ' (t— ı)’2R, 


= (X V<ng<r 
r® pIR,(t— :)]? 


j 8? \ı u IX /’OoxJ. (t— 1)'/aRn: 


(GB 







Länger, aber inhaltlich einfacher, ist eine andere Darstellung. Wir setzen: 
x 
' ZW ’ | e__\la 5 
: l == 7 3 (it —T = i—7n7) ( 2 ) R.:!t— T) =S e(t—?7) 
f da= Gr), Fere! R( T S( r), um) Enz nel 


() 


!) Vergl. hierzu die oben zitierte Abhandlung: Ueber eine potential-theoretische Randwertaufgab‘ 
aus der Hydrodynamik., 
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ann ist: 
| plR(t—r)]? 
3 Z 5 
Y 2 X; : 7 \; ® pe 
u = Öjx ( ) ne mel) — | ) + 0.) G [Ss (t—?)] + 
4rı u (t—r)’/a 2n rot) I! x c'xy 
+ © 
BER G[s,:(— 2)] Imd 
— ‚| , ( + 6) | eIit—7) dNı AdANs - 
2n JJOx3 Rı Ing . Na = 0 
- X 
PL 
1 '' oo 0 ‚drıdrs 
2n JJOx3 'Oxz Rn: 
u - 
+ . 
N » 4 \ 2) ( @ ) ! ! 
Ei + %]@G !|Sr:e(t— r) dr, dn: 
+ r Ir (dr, dm + 03 7 | NS \ 0 Jı &Na \ + 
+92 p[lRnlt—:))? 
= / oO — e 
sn? \ru OXz OK I, (t ı)aRr: 
u, 


Die Frage ist jetzt, ob die gefundene Lösung der Differentialgleichungen auch den 
Nebenbedingungen genügt. Das Verhalten im unendlich Fernen macht keine Schwierig- 
keiten, wohl aber das Verhalten an der Wand. Während im stationären Fall Stetigkeit 
der vorgeschriebenen Randwerte genügt, um die Erfüllung der Randbedingungen zu sichern 
muß man bier viel mehr voraussetzen. Nur wenn die Ableitungen: 


, 


OU, OU; MU U FU 
i ng i , 3m 1,3,3: Kuh, mm, 
OÖ xXk ot OK OX OxkOır Ox Oxı OXm 
existieren und endlich sind, kann man beweisen, daß: 
lim u; (01, %9,%,) = U; (aı”, %”, 1°) 


>20), 2 >r; 

23, —>0, tt! 

Man sieht hieraus, daß die Randwertaufgabe im nicht-stationären Fall einen ganz anderen 

Charakter als im stationären Falle hat und ein viel tiefer liegendes Problem darstellt. 
Wir führen schließlich den Grenzübergang u—0 aus. Wenn: 

03 


oO, . Y 03 


Y ur [o D) 02 r > 
= VFr2, w= Vrw: Mm-°Tu-70, mM=-"U; U, 
k k 177 172 177 0 


R(t—ı)) = Ycı —h+um lt - + m - tw (lt N)? + + (t m), 
so haben wir, wenn 0 > 0: 
+ x 


’ ) a. . oO 41 
im u=— , (| DEN), gab dh, 
m >() an ® 0%; R 
u 
wenn 6; < 0: 
. 0 02 x3 
lim u; = U, (a us T3, Fa %,t+ ,) ai; 
u—>)0 03 03 u3 
f + 2 
1 [ f OUs3 oW, oWs ! @ 1 r " 
— dr —+ul,, )\ d d 2: 
27 2 R 017 O&g O>j dr R(t —) =; be) 


+2 ' 

5. Lösung der Randwertaufgaben bei stationärer Bewegung durch Odgvist 
und Fax&@n. Es wurde oben erwähnt, daß es mit Hilfe der Lösung des Problems der 
ebenen Wand gelingt die Randwertaufgabe der erweiterten Stokesschen Annäherung für 
stationäre Bewegung auf eine lösbare Integralgleichung zurückzuführen. Die so erhaltene 
Integralgleichung hat indessen einen sehr komplizierten Kern. Es war deshalb wünschens- 
wert, eine einfachere Integralgleichung zu finden, die ebenfalls als Schlüssel der Rand- 
wertaufgabe dienen kann. Durch Anwendung einer wichtigen Bemerkung von H. Weyl') 


) H. Weyl: Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenschwingungen eines beliebig gestal- 
teten elastischen Körpers. Rend. Palermo, 39, 1915. 
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hat F. Odqvist') für die Stokessche Annäherung, also für unsere Aufgabe (1) und dann 
H. Faxen‘) für die erweiterte Stokessche Annäherung, also unsere Aufgabe (2), ein« 
solche einfachere Integralgleichung gefunden. Da unsere Aufgabe (2) die Aufgabe (1 
als speziellen Fall enthält, genügt es hier einen Bericht über die Untersuchung von Faxen 
zu geben. 


Aus den Differentialgleichungen: 


oy Oo ‚ou 2 
u Ju + 0% E 0, > — 0 
(X, Ox IX 


und den adjungierten Difierentialgleichungen: 


IV; Op RE 


— (), > == () 
F coıX 


A A r 0 Uo 


OX, O'x 


folgt‘), wenn F eine geschlossene Fläche ist, innerhalb welcher u und v regulär sind, 
und wenn die Normale, nı,ns,nz, nach außen gezogen wird: 


e ou Ov; . 
| 2 }v (u NK pn \ 0 (1 er N. pn,) + 0 U Ö;% U; Ur m dS—=D0. 
2 j X O k 

F 


Man hat anderseits: 


.o0 Ooy Ovı z OO Ow OO OVUR 
2 (v U — > (v — | == (), 
x ‘x Ox IX; OXk OxXOX 
Also: af. Da Ovr y 
2 (9 u ) n.dS=0. 
i „ck (x IX; 
F 
Folglich wenn wir: 
Iu Ok \ ; 
Pd + + how = Zulu), 
Ixı x 


) 93 (ce) 
7 TURN ..2. RR. WERE TREUE ENT SE 
p_O;x 4 


(x (x 
setzen: 
N 1.8S.,.(v)ndS = vu, ZuW)ndN. 
. ‚k 4 
F F 
Für v,,p können wir hier die Funktionen: 
I!» 
3? 01 1 [ı-e 1 
OS (6 ID F ), pı . um da — O(o0%), 
smu IxOx Inöxr |. ” " 
mn - Pr ‚u ’ [1 t 
r=V/2(r 5)”, et S=r-+ (Xı — 51) 
j 2u 0 


einsetzen *). Wenn der Punkt &ı, &, $ innerhalb der Fläche F liegt, tritt dabei eine neue 
Grenzfläche, etwa eine kleine Kugel um den Punkt &,,&2,&, auf. Wenn man den Radius & 
dieser Kugel gegen Null gehen läßt, erhält man nach Odgqvist: 


lim Zv,Zı(lund$S=0, lim Zur Sr (bt, tum, ts)n;dS = u (fi, &, &) 
>|) . Ah >»() / Jk 


/ = 1 


Wir haben also, wenn wir den Punkt &,,$s, $ mit P, den Punkt 2,,%,,%; mit @ 
bezeichnen: 


u(P) Zta(P,Q ZW) n,(Q)dS | PTR EDER EN 


y ke 


} F 


i, F. Odavist: Die Randwertaufgaben der Hydrodynamik zäher Flüssigkeiten. Inauguraldisser- 
tation. Stockholm 1928. 

°, H. Fax6ön: Fredhomsche Integralgleichungen zu der Hydrodynamik zäher Flüssigkeiten. 
Ark. f. mat., astr. o. fysik. Bd. 21 (1929). 

3) C.W,. Oseen: Hydrodynamik Ak. Verlagsges. Leipzig 1927, S. 31. 

+, C. W. Oseen: Hydrodynamik. S. 34. 
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enn wir: 


“ Ö;k (dl ] of: “si l u i 
> Zx(u) n; = w.(Q), S;rlt)) = t MM ( — ) n 20 Udo Ö;; tr = Rp «(P,Q), 
In Ox r Oxı OX; 
= Sıa(P,Q)n,(Q) = Ku(P, Q, u°) 


J 


tzen, 8o können wir diese Gleichung auch in der Form: 


u(Pl = Ztx(P,Q) vw. (Q)dS — 2 Kı(P, Q w) mn (Q)dS 
: k a k 
F F 
hreiben. Durch diese Gleichung wird die Lösung des Systems (1) durch das Integral 
iner einfachen Belegung mit dem Dichtevektor w,, 2, wa und durch das Integral einer 
'oppelbelegung mit dem Momentvektor — u, — 4, — us ausgedrückt. 


Wir kehren zum System (1) zurück. Es sei die Aufgabe vorgelegt eine innerhalb 
oder außerhalb einer geschlossenen Fläche # reguläre Lösung dieses Systems zu finden, 
die auf der Fläche vorgeschriebene Werte u, = U, annimmt. Es liegt nahe für «ı, us, us 
den Ansatz: 


» 


u,(P) = Y K;y(P,Q, wo) gr (4) dS 


p 
zu machen und zu versuchen die Funktionen 9,ı,%s, f;3 auf F so zu bestimmen, daß die 


Randbedingung erfüllt wird. Nun erhält man, wenn der Punkt P in die Fläche F 
hineiprückt: 


lim I Kyı(P,Q uw) W(Q)daS— + 9W(P) + I Kyx(P,Q,w) (Was, 
Eu =’. 
F / 
das obere Vorzeichen, wenn P sich von innen an Z' nähert, das untere im entgegengesetzten 
Fall) und hier sind — dies ist die entscheidende Tatsache die Funktionen K;,.(P,Q, w), 
wenn P auf F liegt, integrabel, wenn die Fläche F eine H-stetige Krümmung hat. Es 
ist hierdurch gelungen die Randwertaufgabe in neuer Weise auf eine lösbare Integral- 


gleichung zurückzuführen und wahrscheinlich ist diese Integralgleichung die einfachste, 
die zur Lösung dieser Randwertaufgabe herangezogen werden kann. 


Odqvist und Faxen haben im einfachsten Falle, « = 0, die Integralgleichung 
einer eingehenden Betrachtung unterzogen. Sie hat im Falle des Außenproblems die Form: 


y;(P) -/F Krx(P,QO(Q)daS=— TU, (Pl; j,k=1,2,3 
F \ 


und ist stets lösbar. Dagegen hat sie im Falle des Innenproblems die Form: 


y,(P) +/Z K.(P,Q,O) U (Q)daS=-+ T,(P) 
F } 


und ist nur dann lösbar, wenn: 
R k 


6. Lösung des Problems des Kreiszylinders durch Bairstow, Cave und 
Lang, durch Filon und durch Fax&@n. Eine in der x&ı &-Ebene außerhalb des 
Kreises r— |xı?+ ’—=a reguläre Lösung des Systems: 

ou Op 


„ "qy “ 
uJsu; 4 0 Uo n = (, > —=(, j=]l 
Ox, OXx ; Ix 


IV 


uß sich in bezug auf den Winkel p= arctg x%,/x, durch trigonometrische Reihen dar- 
ellen lassen. Die allgemeinste Lösung des Systems (1) von dieser Form ist nach Filon') 
d Fax@n?’): 


) Filon L. N. G. The Forces on a Cylinder in a Stream of Viscous Fluid. Proc. Roy. Soc. 
ndon. Ser. A. Vol 113, 1926. 

2) Faxön H. Exakte Lösung der ÖOseenschen Differentialgleichungen einer zähen Flüssigkeit 
‘ den Fall der Translationsbewegung eines Zylinders. Nova Acta R. Soc. Scient. Upsaliensis. Volumen 
itra ordinem editum, 1927. 
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F 
“0 a) [; N 
u=. + (Mr 
= n=] 


+ rer con‘ >> le, Kn+ı (7 PD Jn+i cos (in -i- 1) I zn IP. In An K,| cos n I ” 


n U) 


+ [On In+ı — In Karı) sin (rn +1) 9 +, AK. +6, J.|sinng}, 


H-A,r") ecosn 9 + (m„r" + 7z,r”)sinng —+ 


oo 
0 ‚ n PER . — 
= ,„ +#l-r"+4, 7] sinn g-+ [on r" — 7, r”"])cosnp + 


u n =] 
.. 


+ er res 2 ff, Kuryı + Ar +1] sin (na +1) pP + [en An — A Jı]lsinng + 


N v) 


+ |Yn Kazı On Jn+ı]l cos (n +1) 9 -+[yn Kn + 6. J.| cosengy}, 


y' 5 . ) ‚ n\ . 
PEN HF (ar + Ar”) conp + ("+ mr") sinngs 
= n = 1 
Hier ist: 
= /, or)’ + 2m 
In — J,( =}: ( — ) i 
7 ("+m+1) 
q , . — 1)" [ J_,(or) - I, (er) 
kK„ = K„(6r) — lim ( a. [J-ten Is ji: 
mn r v—n 2 


o ist wieder = _ Wu /2 4. Any Any On, Ta, &n, Bns Yn, On sind Konstanten, die aus den Grenzbe 
dingungen zu bestimmen sind. Die Ausdrücke für ,%s,p sind so aufgebaut, daß die 
Differentialgleichungen (1) von selbst erfüllt werden, wie diese Konstanten auch gewählt 
werden mögen, unter der alleinigen Voraussetzung, daß die Reihen konvergieren und 
gliedweise ableitbar sind. 

Wir suchen jetzt die Strömung um einen Zylinder mit dem Halbmesser a zu be- 
rechnen, dessen Translationsgeschwindigkeit senkrecht zur Zylinderachse ist. Die Rand- 
bedingungen sind dann: 

ür r=ao ww wW=(, für r> »: wm >I, w>V0. 

Wir befriedigen die Bedingungen für r—® dadurch, daß wir in den trigonome- 
trischen Reihen nur die in unendlicher Entfernung verschwindenden Glieder beibehalten. 
Im folgenden wird also: 

X = ko == %, == 0, —P, = Ö,, = (0 
gesetzt. Indem wir uns ferner auf die in bezug auf die Ebene der Zylinderachse und 
der Translationsrichtung symmetrischen Strömungen beschränken, können wir auch z, 
und 7„ gleich Null setzen. Der Ansatz für die Strömung um einen Zylinder mit gleich- 
mäßiger Translationsbewegung lautet also: 


% “eo 
= LAur”cosnp+e70084 8 a [Kurı (or) cos (n + 1) g—K,(or) cosng], 
n—=] n—V0 
an =“ 


= N!),r"sinng-+ er rc Ya. [K,rı (or)sin(n+1)9+K,(or)sinng], ) (2) 
n I} / 


n—=] n 
\ 
p=t0wXii,r"cosng. 
n=1 

Die beiden ersten Gleichungen können offenbar in eine komplexe Gleichung zu- 

sammengefaßt werden. Man erhält so: 
’. J_ 
u tiw=NA,rteinp + o-7rcosp Sa,[Kurı (or) ER tDP — K„(or)e-'r?]. 
n 1 n==V) 

Für r=a soll der Ausdruck links den Wert «, annehmen. Wir können also die beiden 
Randbedingungen für r=a in eine komplexe Gleichung zusammenfassen. Wenn wir 
e?— 2 setzen, bekommt diese Gleichung die Form: 


ee 7a 1 bt u 
w= !:La”’"+e0y (: + —) N @„[K.ıßı(0a)zrt'— K.(sa)2”". . (3). 
n==]1 n ——() 
Sie soll überall auf dem Kreis z = 1 erfüllt sein. 


Aus der Gl. (3) kann man die linearen Gleichungen ableiten, aus welchen Prof. 
Bairstow, Fräulein Cave und Fräulein Lang die numerischen Werte ihrer Koeffizienten 
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rechneten '). Diese Berechnung wurde in der Weise ausgeführt, daß von den unendlich 
elen linearen Gleichungen nur die N ersten berücksichtigt wurden und in diesen N 
leichungen alle Koeffizienten bis auf die N Ersten gleich Null gesetzt wurden. Es ist 
hr wahrscheinlich, daß die durch diese numerischen Rechnungen erhaltenen Werte 
chtig sind; aber offenbar ruht das ganze Verfahren auf einem Glauben, nicht auf einem 
Vissen, daß die Lösung existiert und daß sie durch Rechnungen dieser Art gefunden 
erden Kann. 

Nach Faxen kann man die Randwertaufgabe in der folgenden Weise mathematisch 
<akt lösen. Man multipliziert die Gl. (3) mit e’/»”“= und bedenkt, daß die so erhaltene 
{leichung nur dann bestehen kann, wenn bei Entwicklung nach positiven und negativen 
otenzen von Z die Koeffizienten links und rechts übereinstimmen. Dies ergibt, wenn 
vir der Kürze wegen 'h oa=R, K,„(2R) = K, setzen, für 2°: 


N u ‚R R 
Uo = — Go (K+K ,)+t@ Ka ey 0% K; u, Pro. ° s . (4), 
für 27 
R' . R:+! R'-" R't" +! 
-— mIK + K )---- — 1)" «,(KA, + K, se ) 
e o( er (+1)! dr (A (s—n)! ae PTR 1)! 


Wir multiplizieren die letzte Gleichung mit (— 1)’ *!Rr-s/(p—s)!, legen alle die 
Gleiehungen zusammen, welche man erhält, wenn man s alle ganzzahligen Werte von 


enzbe | bis p annehmen läßt, und ziehen endlich von der Summe die mit A?/p! multiplizierte 
aß die Gl. (4) ab. So erhält man: 
PE "5 een (x Rn). Betas 
Us = _ — % PR (L, n + An . 
En pi s—0 u=l p— 5)! (s—n)! "G Fn+1)! 
zu be- \ach Umkehrung der Summationsfolge sieht diese Gleichung so aus: 
Rand- ’_ = 4 1)' 4 - 1)° 
— Uo R — I (— 1)", E RP’ -*2 ( N) | Hr Kn,.'ı krtrtiy (-1) 
Bo am s-0(P—-s)!(s—n)! s—0PpP-s)!(s+n+1)! 
Für die Berechnung der Summen von s=0 bis s—p führt man den neuen ganzzahligen 
Parameter g=p—s ein und findet: 
alten. p p vn 
g (— ı) „.": "rt pr’... ha _ Fe sn RE 
S = 2 2 (— 1)% | je (1—1)8 
0P—-s)!s—-n)! „=0o4!P-a-n)! (P—-n)!,=0 q (p—n)! 
e und Diese Summe ist also gleich Null, außer wenn n=p ist. Dann ist sie gleich (— 1)?. 
ch z, Weiter findet man: 
leich- z (- ı) (1) & —ı)ı (" +p+1ı _ 1 ih 1 
op s)'(s+n + 1)! (n+p+1)!,—0 g ) (n+p+ yl p p!n!(n+p-+1)! 


Setzt man diese Werte der Summen in die obenstehende Gleichung ein, so erhält man 
die grundlegende Gleichung: 


Rp & Mon i Rrtn+1 
En K, +1 


2) — u — a, K, + 3 |\—1 
( ) pP 4 ‚ u , (p+n+ l)n! 

Die Bedeutung dieser Gleichung liegt darin, daß sie, wenn man die Größen «„K, als 

die Unbekannten auffaßt, mit Hilfe der unendlichen Determinanten gelöst werden kann, 

indem ihre Determinante im Sinne von H.v. Koch eine Normaldeterminante ist?). Die 
g zu- Lösung kann zu einer Abschätzung der Größen |@. benutzt werden. Fax@n findet: 

pP 
Lim sup Y(p — 1)!(p — 2)! ie,| = R°. 
p>»2 


Wenn einmal die Größen «. bekannt sind, kann man leicht die Größen },„ be- 


eiden timmen. Man findet in der Tat leicht: 
ı wir . 
(— R)r ) au = > 2 . R-2s 
== Au pP + = En K.. (un R p tn+ti > h 
"r. p! ö n=0 er ) s(n—s+1)!p - 5)! 
3). 


I), L. Bairstow, B. M. Cave und E. D. Lang, The resistance of a Cylinder in a Viscous 
luid. Phil. Trans. Roy. Soc. London, ser. A, Vol. 223 (1923). 

®) H. v. Koch, Sur les determinants infinis et les &quations differentielles lineaires. Acta 
Prof. !athematica 16 (1892). Zusammenfassende Darstellung in G. Kowalewski, Determinantentheorie, 
anten 


Aufl., Leipzig 1909, 
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Die Randwertaufgabe ist hiermit vollständig gelöst. Faxen findet, daß die Reihen 
welche in dem Ansatz (2) vorkommen, in der ganzen &ı &-Ebene mit Ausnahme de 
Anfangspunktes konvergieren. 

Faxen hat seine Methode auch zur Lösung allgemeinerer Randwertaufgaben fü 
den Kreiszylinder benutzt. Er setzt voraus, daß die vorgeschriebenen Randwerte von u 
und % in Fourierreihen entwickelt werden können, so daß man: 

nz= 7 & 


y' 


(u +tw)=a= 2 (A,n+titB,) e"* 
n je 

setzen kann. Er zeigt zunächst, daß eine hinreichende Bedingung für die Existenz deı 
l,ösung die Konvergenz der beiden Reihen: 

.. N 

>) A, } B, ) und >> N ( A- n + B- n ) 

N | n— 0 
ist.‘ Er zeigt dann, daß seine Reihen noch immer die Lösung darstellen, wenn man nuı 
voraussetzt, daß die Reihen: 


. 


K 


= (A"+iB)e"?, Z(4A-.)+ B-.) 
4 1 } v) 
konvergieren. 59 


Über die Anwendung der Oseen’schen hydrodynamischen 
Gleichungen auf die Berechnung der Strömung einer 


Flüssigkeit unter Einwirkung äußerer Kräfte. 
Von J. M. BURGERS in Delft. 


1. Beim Studium der von den hydrodynamischen Gleichungen beschriebenen Be- 
wegungen ist es möglich, zwei Fragestellungen zu unterscheiden: die Untersuchung des 
Randwertproblems, und die Frage nach der Wirkung gegebener äußerer Kräfte, welche 
unmittelbar in der Flüssigkeit angreifen. Die letztere Fragestellung findet ihre Analogie 
z.B. in der Bestimmung des Feldes einer gegebenen Ladungsverteilung in der Elektro- 
statik. Das Randwertproblem, d.h. die Bestimmung der Strömung um einen gegebenen 
Körper, hat von alther in der Hydrodynamik die größte Beachtung gefunden. Auf den 
ersten Bliek erscheint dieses Problem am meisten naturgemäß, weil es sehr selten vor- 
kommen wird, daß äußere Kräfte direkt auf die Flüssigkeit einwirken (wenn wir solche 
Kräfte, wie die Schwerkraft und die Zusatzkräfte bei der relativen Bewegung beiseite 
lassen); in den praktisch vorkommenden Fällen wird die Kraftübertragung immer durch 
feste Körper vermittelt. Zu gleicher Zeit jedoch bietet das Randwertproblem überaus große 
Schwierigkeiten, und obwohl man mehrere Lösungen erhalten hat, so sind die dazu er- 
forderlichen Ableitungen Öfters zu verwickelt, um sie zu einem für technische Zwecke 
brauchbaren Instrument zu machen. 

Es ist daher verständlich, daß das Studium der Wirkung gegebener äußerer Kräfte, 
welohe direkt in der Flüssigkeit angreifen, in der angewandten Hydrodynamik mehr und 
mehr in den Vordergrund rückt. Man kann sich vorstellen, daß wenn die Kraftüber- 
tragung nicht zu ungeschickt vermittelt wird, in einiger Entiernung nur die Größe und 
die Richtung der Kralt maßgebend sind, und daß man also schon zu einer brauchbaren 
Näherung kommen kann, ohne die Gestalt des übertragenden Körpers von vornherein zu 
kennen. Als Beispiele für derartige Betrachtungen kann man viele Sätze ansehen, welche 
unter Anwendung des Impulstheorems abgeleitet sind, und namentlich die Propellerstrahl 
theorie und die Prandtlsche Tragflächentheorie. Die Konzeptionen »tragende Linie 
und »tragende Fläche« gehören ganz in diesen Gedankenkreis; das gleiche gilt von der 
lLorenzschen Kreiselradtheorie mit ihren Zwangsbeschleunigungen. Da vom technischen 
Standpunkt gerade die Größe der zu übertragenden Kräfte in erster Linie Bedeutung hat, 
könnte man sich einen Aufbau der angewandten Hydrodynamik etwa so denken, daß 
man zuerst den Einfluß der äußeren Kräfte an und für sich studiert, und dann nachher 
die Frage zu beantworten sucht, vermittelst welcher Körper diese Kräfte am geeignetsten 
(d.h. unter anderem mit den geringsten Reibungs- und sonstigen Verlusten) auf die 
Flüssigkeit zu übertraren sind. Man muß in diesem Falle die Körperform als Unbekannte 
ansehen, die in Zusammenhang mit dem erwünschten Strömungsield bestimmt werden soll 
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‚eispiele zu dieser Auffassung finden sich in der jetzigen Literatur schon sehr viele, und 
s möchte hier unter anderem an die Birnbaumsche Tragflügeltheorie erinnert werden. 
Es dürfte nun darauf hingewiesen werden, daß zur Untersuchung der Störungen, 
velche eine ursprünglich geradlinige Flüssigkeitsströmung von der konstanten Geschwindig- 
eit V zufolge der Einwirkung äußerer Kräfte erleidet, gerade die von Oseen gegebenen 
vdrodynamischen Gleichungen sich als besonders geeignet erweisen und eine systema- 
sche Behandlung ermöglichen. Wie bekannt, liefert die Oseensche Theorie eine Me- 
hode zur Lösung der hydrodynamischen Gleichungen vermittelst sukzessiver Annäherun- 
‚en. Nun sind, wenn wir die Flächendichte der äußeren Kräfte mit / bezeichnen, die 
störungsgeschwindigkeiten u, wie schon aus dem Impulssatz ersichtlich, von der Ordnung 
oV. Bei niedriger Flächendichte sind also die Störungsgeschwindigkeiten klein gegen- 
iber V. Demzufolge läßt sich erwarten, daß die Folge der Annäherungen konvergieren 
wird, und daß namentlich die erste Annäherung in vielen Fällen der vollständigen Lösung 
;chon ziemlich nahe kommen wird. In den folgenden Zeilen möchte ich dies an einigen 
Beispielen erläutern. 


2. Wir legen die x,-Achse in der Richtung der Geschwindigkeit V und bezeichnen 
die Komponenten der resultierenden Geschwindigkeit mit V + uı, u, us, so daß die u; die 
Störungsgeschwindigkeiten bedeuten. Die Komponenten der äußeren Kräfte, bezogen auf 
die Volumeneinheit, seien: X1, X2 ,X3. Wenn wir uns auf den Fall stationärer Bewegungen 
beschränken, so lassen sich die Oseenschen Gleichungen folgendermaßen schreiben '): 


.„Ow O r ‚ou; 
e (vr Iw— V ) Eu rn 
> Ox, Ixi ;‚ Ox 
wo: g=p+ogh+'hozu?. ee er a 
J 
r " x cu Ou 
Y=X;-+yı, y-—eXul —_ - (3). 
j Or, 0x 


Es bedeutet hier ge die Dichte der Flüssigkeit, » die kinematische Zähigkeit, p den 
Druck und Ah die Höhe eines Punktes über der Erdoberfläche. Wir werden die Größen 
y zur Abkürzung als die »inneren« Kräfte bezeichnen, im Gegensatz zu den äußeren 
(oder wirklichen) Kräften X. 

Die Gleichungen (1) lassen sich in folgender Form integrieren: 


Ip 


uU —=v + u I es, a tz u (4), 
OXi 
wo die Funktionen v,;, und das Potential p gegeben sind durch: 
1 Er er 
v;— (je: dS&a ar” Y, ; : . : (5) 
4nvo)). u 
1 - “ ‚op r 
G = — I} dSı dE; dE; >) Y, . ; u Or h (6). 
8nvo)), ‚0x 
Es ist hier geschrieben worden: 
8 
’ 77 V . Do Fu 
= 3 (0; — 8)”, k— - j sk \r -% + Sı), D — | da. 
J 2» k } a 
Schließlich wird die Größe g bestimmt durch die Formel: 
 ZZr & u 3 » . : 
= yes: d &3 „2 (&%—5;) Y, ; : i i ; i (7). 
4 R 7 


Die Lösung der Gleichungen (1) geht in folgender Weise vor sich: Man vernach- 
lässigt zunächst die »inneren« Kräfte y; und ersetzt in den Formeln (5) bis (7) die Y, 
durch die korrespondierenden X,. In dieser Weise erhalten wir die erste Näherung. So- 
dann können wir mit Hilfe der für die «, erhaltenen Werte die »inneren‘ Kräfte zweiter 
'rdnung berechnen. Weil nach Gl.(3) die %; bestimmt sind durch das vektorielle Pro- 
ukt aus der Geschwindigkeit und dem Wirbelvektor, multipliziert mit der Dichte, so 
reten diese Kräfte nur da auf, wo die erste Näherung Wirbel ergeben hat. Wenn wir die 
Verte der y; an die Stelle der Y; in den Gleichungen (5) bis (7) substituieren, so erhalten 
ir eine Korrektion auf unsere erste Näherung. Es lassen sich sodann die »inneren: 
‚räfte dritter Ordnung bestimmen usw. 


') Man vergleiche: ©, W. Oseen, Hydrodynamik (Leipzig 1927) S. 13, System IIIlb, und S. 36 
stem IIld. 
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3. Die Lösung der Gleichungen ist namentlich sehr interessant im Falle hoher 
Reynoldsscher Zahlen (verschwindender Zähigkeit).. Um dies zu erläutern, beschreiben 
wir mit dem Angrifispunkte $,, 5, $ jeder Kraft Y;, als Brennpunkt ein Paraboloid s= M, 
wo M eine bestimmte Zahl bedeutet. Die Gleichung eines derartigen Paraboloides läßı 


sich schreiben: 


p) 
BE (m, m &,) 


( — 85)? + (9; — 5)’ — ‚ M' (8) 
2 “2, 3 =3 ze R h? . . 
Die Paraboloide strecken sich in der Richtung der positiven xı- Achse nach dem Unend- 
lichen aus; wenn V/»v unbeschränkt wächst, nähern sie sich immer mehr zu den Halb- 
geraden: y — &, nn —=&, 2 Z$ı. Wenn man M genügend groß nimmt, darf man außer 
halb dieser Paraboloide die Funktion e-° gleich Null setzen (mit M=7 ist z.B. 
e=-° < 0,001). Führt man jetzt die Fläche 2 ein, welohe alle Paraboloide einhüllt, so 
sind außerhalb dieser Fläche die Funktionen v;, zu vernachlässigen. Es hängt hier die 
Strömung nur vom Potential @ ab; in diesem Gebiet ist sie also wirbelfrei. 

Wenn man Gebrauch macht von dem Umstand, daß für (positive) Werte von zı — &,, 
welche groß sind gegenüber M/k (d.h. etwa 14 »/V), die Größe s approximiert werden 
kann durch 
(x; 52)’ + (x; — 85)’ 

2 (xı &,) r 


so lassen sich die Integrale für verschiedene einfache Kräfteverteilungen ohne besondere 
Schwierigkeiten ermitteln. Es dürften hier einige Resultate, welche man in dieser Weise 
erhalten kann, zusammengestellt werden. — [Wenn man in den nachfolgenden Formeln 
an der Stelle der Y,; die X, (d.h. also die wirklichen äußeren Kräfte) setzt, so geben 
die erwähnten Resultate die erste Näherung zur Lösung des hydrodynamischen Problems] 

Wir betrachten zuerst den Fall, daß eine Kraft parallel zur zı-Achse mit der 
Flächenintensität Yı, verteilt ist über ein Flächenelement do, das senkrecht zur zı - Achse 
steht. In diesem Fall erhält man eine Senkenströmung mit der Geschwindigkeit Yı do/4ro Vr’ 
von allen Seiten radial nach do gerichtet, und darauf superponiert in einem zylindrischen 
(sebiet, das sich vom Element do aus stromabwärts erstreckt, eine Strömung parallel zur 
x, -Achse mit der Geschwindigkeit Yı/o V. Die Zylinderfläche ist dabei als eine Wirbel- 
tläche zu betrachten mit der Flächendichte Yy/e V. 

Wenn man statt eines Flächenelementes do einen Streifen von der Breite dz; 
betrachtet, der sich parallel zur x2;-Achse beiderseits nach dem Unendlichen erstreckt, 
so kommt man auf den Fall des zweidimensionalen Feldes. An der Stelle der zylindrischen 
Wirbelfläche (des »Wirbelsolenoids«e) hat man dann zwei Wirbelschichten von entgegen- 
gesetzer Stärke, die zusammen eine Doppelschicht bilden mit dem Moment pro Flächen- 
einheit Yı d z,/o V. 

Betrachten wir jetzt den Fall einer Kraft, welcher senkrecht auf die Strömungs 
richtung steht; es sei z.B. eine Kraft parallel zur %;-Achse mit der Intensität Y; pro 
Längeneinheit verteilt über ein Linienelement ds, das parallel zur &,-Achse orientiert 
ist. Man erhält dann das Strömungsfeld eines Hufeisenwirbels, welcher zusammengesetzt 
ist aus dem L,inienelement ds und zwei Geraden, die sich von den Endpunkten von ds 
stromabwärts parallel zur xı-Achse ins Unendliche erstrecken. Die Wirbelstärke hat 
dabei den Wert: Y;/e V. 

Auch dieses Resultat läßt sich sofort auf den Fall des zweidimensionalen Feldes 
übertragen, indem man an der Stelle von ds eine unendliche Gerade parallel zur 
23 - Achse setzt. 

Weiter sieht man, daß ein System von radialen Kräften, welche mit der konstanten 
Intensität Y» (pro Längeneinheit) entlang dem Umfang eines Kreisringes angreifen, dessen 
Fläche parallel zur x», %-Ebene steht, das Feld eines kreisförmigen Wirbelringes erzeugt, 
mit der Stärke: Yu/eV. 

Die Resultate für das zweidimensionale Feld lassen sich leicht ablesen aus den 
folgenden Formeln für die v,;, und für g: 


k 


T, 


| Fe er 
Y, = jas: Yı ($1,%), G = 0 : : 1 " . . j (9), 
oV. 
- 
1 /% » “ ’ A m—£ 
En [es as| —-Yılgr+ Yarcıg ® =] 
‘ / | Ä 
2noV ). L X —sı_ 
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iese Ausdrücke sind brauchbar überall stromaufwärts vom Kräftesystem, sowie strom- 
bwärts bis zu einem Abstand von der Ordnung etwa 10° RD!) Weiter stromabwärts 
nacht sich die Diffusion der Wirbelbewegung zufolge der Viskosität immer mehr bemerklich. 


4. Weil der Fall parallel zu der xı-Achse gerichteter Kräfte schon anderswo be- 
andelt ist”), möchte ich hier nur einige Andeutungen geben bezüglich der Ableitung der 
tesultate für die tragende Linie. Wenn wir der Einfachheit halber entlang dem Abschnitt 


b<&<+b der m-Ache = — f= constans setzen, so ergeben die Formeln (5 
ınd (6): 
rb 
e”? ) 
v=%—=(, PR SE dE&, . . . (11), 
invo r 
—h 
+ 7 
f ’ 1—-e7' x 
= + d (12). 
7 4 to V . r ’r—ıı 
Wir konstruieren jetzt die zwei Paraboloide: 
2 R j 2M M? u 
Ebd’ +9’ = N "en Le u u a ee: 
’ Br 


welche ihre Brennpunkte in den Endpunkten der tragenden Linie haben. Sodann kon- 


struieren wir den parabolischen Zylinder: 

2M M? 

= x + re | . (13a), 

k r4 
welcher diese Paraboloide berührt. In dieser Weise zerlegen wir den ganzen Raum in 
vier Teile, welche wir wie folgt numerieren: IIla und IIlb (innerhalb des ersten bzw. 
zweiten Paraboloids); I (der Raumteil, welcher innerhalb des parabolischen Zylinders und 
zwischen den beiden Paraboloiden liegt); II (der übrige Raum). 

In dem mit II bezeichneten Gebiet können wir die Funktion e” gleich Null setzen; 
wir erhalten hier eine wirbelfreie Strömung, welche durch das Potential: 
L} 
eo 1 
Q = f X3 las: . r : . (14) 


ınoV _ r(r— x) 


h 


bestimmt wird. Man kann diese Formel in verschiedenen Weisen transformieren, und 
es zeigt sich dann, daß sie übereinstimmt mit dem Potential eines. Hufeisenwirbels, der 
zusammengesetzt ist aus der tragenden Linie selbst, sowie aus zwei Geraden, welche sich 
von den Endpunkten dieser Linie parallel zur x,-Achse ins Unendliche erstrecken, und 
der die Wirbelstärke C = f/o V besitzt. 
In der Formel (11) schreiben wir jetzt für s: 
k 


SS = | (69 — &,)? 4- %3 . . 
2 xı 
Es wird somit: 
+b N i 
f 1 fr { to — ‚)2 4 Y 2} 

7) —— 1 £, 14 cı ; 
Vz a sı € ’ 

invox; 


h 


velches Integral sich mit Hilfe der Gaußschen Fehlerfunktion wie folgt ausdrücken läßt: 
k xs° 


) 


f / 1 eo k TE 7 Er = 
, = / Y, ’ ( a } } / —— E . (2%. h pP { | 5). 
rn Eier ER [5 dh Y;.| 


') Es bezeichnet hier D den Durchmesser des Gebietes, wo die Kräfte Y tätig sind; R ist die 
ynoldssche Zahl VD/’v. Die genauen Formeln für den zweidimensionalen Fall sind gegeben von 
‚een, l.c. S. 36—38. Die gemachten Vereinfachungen lassen sich rechtfertigen durch die Betrachtung 
es Integrals vom Typus: 


Sdaf ek(2, —$,) K) (k| (xı — + — 532)°). 


Iches sich für kleines » und für x; > &, approximieren läßt durch: 
+o 


fi) fdiye''"Kot..)=2nv/V -f(«) 


*) Vergl. J. M. Burgers, Proc. Acad. Amst. 32, S. 1278, 1929, 
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Im Gebiet I darf man setzen: 


> h k 
Erf (79 t b) : =— l y Erf (X3 en b) V . 0 | ’ 
L < X 


ri 
so daß hier: 


/ 1 < 
Y = | TU EEE: 5° 
; TVXx V 


Die Wirbelkomponente :ıc, parallel zur ®,-Achse wird jetzt bestimmt durch di« 
Formel: 


einsetzen von (15) ergibt: 


a u) u ce © ae 
ainvoxi| 
Es ist leicht ersichtlich, daß diese Formel zwei Wirbel darstellt, wovon der eine im 
Gebiet Illa, der andere im Gebiet IIIb liegt; ihre Intensitäten sind entgegengesetzt gleich 
und haben den Wert !— fe V 

Es existiert in diesem Falle auch noch eine Wirbelkomponente 0, welche durch 
die Formel: 


eo 
e! x, 
bestimmt wird. Diese Komponente hat aber wenig Bedeutung, und da die Beziebung 


besteht: 


() . d 
03 d 3 —_ 0 Ua d % Be (! u 0 ’ 
O0 x Mr OXxı 


bildet der Teil der Xı, %,-Ebene, der innerhalb des Gebietes I liegt, keine Wirbelschicht 


5. In Anbetracht des Interesses dieses Falles möchte darauf hingewiesen werden, 
daß die Oseensche T'neorie auch den sog. »Anfahrwirbel« ergibt. Um dieses zu zeigen 
müssen wir auf die Gleichungen für nichtstationäre Bewegungen übergehen. Wir be- 
trachten den Fall, daß die tragende Linie sich im Zeitintervall 0 — ? mit der konstanten 
Geschwindigkeit V in der Richtung der x, -Achse verschiebt. Bis zu dem Moment ?— 0 
sei die Flüssigkeit nicht von Kräften beeinflußt und in Ruhe. Die hydrodypamischen 
Gleichungen schreiben sich nun folgendermaßen): 


0) ce) Ri 
ba 
( j 


I Xi ex 


Ihre lösung für den unbegrenzten Raum bei Abwesenheit anfänglicher Bewegungen 
hat die (zsestalt: 


Ve 
ent Kö Er Die en 
IX 
r? 
| ; nn ’ 4vlt— e) 
v; — dt ja & dd; Y, (19) 
ver Te 
# 
. pn e z Ei ‚Op* 
(= Id T Ijfes dS3 dSz 2 ) . . . (20), 
Iinoynrev. Jan ; 0x 
() 
wo die Funktion ®* definiert ist durch: 
RL 
2 tv(t— 7) 
d* — | ja: e 
» Vi I 


In dem Zeitintervall 0 — £ beschreibt die tragende Linie ein Rechteck in de: 
X, ts-Ebene. Wir betrachten nur Punkte, welche außerhalb dieses Rechtecks (d. h. übe: 
oder unter demselben, oder ganz daneben) liegen, so daß r immer größer als Null ist 


1) OO, % Oseen,. | e. SS. 44 7; 
































gew 
lech 


die 


im 
Bich 


ırch 


ung 


cht 


len. 
gen 

be- 
ten 


hen 


gen 


)» 


de! 


ibeı 
ist 








ınd 10, Heft 4 s . . 
August 1930 Burgers, Anwendung Öseen’scher hydrodynamischer Gleichungen 331 


Venn wir dann zu dem Fall verschwindender Zähigkeit übergehen, so ergibt (19) für », 
en Wert Null. Zu gleicher Zeit nimmt die Funktion ®* den Wert an: 


d* — Var 
r 


)as Potential p wird also in unserem Falle, wenn die Belastung in dem Intervall 0 —/ 
ien konstanten Wert Y; = — f hat): 


al fenan;-(‘)- a 


Wie ersichtlich, stimmt diese Formel überein mit derjenigen für das Potential einer 
Doppelbelegung auf dem von der tragenden Linie beschriebenen Rechteck. Eine Doppel- 
elegung konstanter Stärke ist jedoch gleichwertig mit einer Wirbellinie entlanz dem 
ımfang der belegten Fläche; die Formel (21) stellt also das Potential eines geschlossenen 
‚echteckigen Wirbels dar mit der Zirkulation //oe V. Die eine Seite des Rechtecks bildet 
lie tragende Linie; die gegenüberliegende Seite ist der Anfahrwirbel; diese beiden sind 
verbunden durch Wirbel parallel zur x, - Achse. 


6. Auch über den Einfluß der Kräfte zweiter Ordnung lassen sich einige allgemeine 
Bemerkungen machen. 

Wie schon in Nr. 3 erwähnt wurde treten in der ersten Näherung öfters Wirbel 
lächen auf, deren Erzeugende parallel zur %,-Achse sind; die Wirbelintensität pro 
Längeneinheit y ist dabei unabhängig von &,. Diese Flächen werden aber im allgemeinen 
‘on den Stromlinien durchschnitten, was mit der Bedingung der Stationärität unvereinbar 
ist. Zudem erweist sich in der ersten Näherung die Größe g als kontinuierlich, wenn 
man die Wirbelfläche durchschreitet, so daß wenn man nachher den Druck p unter Be- 
nutzung von (2) berechnet (was tatsächlich schon Glieder zweiter Ordnung in den , 
introduziert), letzterer einen Sprung aufweist. 

Der Einfachheit halber betrachten wir ein Element einer Wirbelfläche, das parallel 
zur X£ı, Xa-Ebene liegt. Der Wert der Komponente «, an der Oberseite sei «,, an der 
Unterseite zı". Es ist: 


, 


—tuı — u get BR: rei ; ; ; 


\ach den Formeln (3) erhält man dann senkrecht zur Wirbelfläche eine Kraft: 


I 3 


u, +ı 1 - - 


y=—o . =, DET Er 


- - 


Die Formel (7) zeigt nun, daß diese Kraft einen Sprung in der Verteilung der Größe q 
erzeugt, und zwar — wie sich leicht nachrechnen läßt — von einem derartigen Betrag, 
daß der Sprung im Druck p verschwindet. 

Zudem erzeugt die Kraft %, nach dem in Nr. 3 Gesagten eine Vergrößerung der 
Wirbeldichte um den Betrag: 

Yyı m’—u , 
dr Tu 7 ld -nEie »3 (24). 

\lan erhält damit die Beziehung: 


(+6 »(rV + a —V (u" U ) ' — ( k “ )\ 5 25), 


ps -_ 


welche besagt, daß, bis auf Größen dritter Ordnung, das Produkt aus Wirbelstärke und 
nittlerer Geschwindigkeit entlang der Wirbelfläche konstant wird, was bekanntlich die 
Bedingung dafür bildet, daß die Bernoullische Formel auf beiden Seiten der Wirbelfläche 


denselben Wert für den Druck ergeben kann. 


Die Strömungskomponente ,, welche durch die Wirbelfläche hindurchgeht, bestimmt 
ıach der Formel (3) eine Kraft 
et. 2 nn na A 
n der Richtung der %,-Achse. Nach dem in Nr. 3 Gesagten erzeugt eine derartige Kraft 
ine Wirbeldoppelschicht vom Moment ;y/V, welche sich stromabwärts vom Angrilis- 
unkt erstreckt. Weil eine derartige Doppelschicht von jeder Kraft %ı ausgeht, wird 


1) 


. . . " P4 
Es ist die Interration nach 7 durch eine nach &, ersetzt worden, was eine Division durch v 
forderlieh macht; die Integration ist zu erstreeken auf das von der tragenden Linie beschriebene 
rechteck. 
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D 


-. 
- 


also unsere ursprüngliche einfache Wirbelschicht begleitet von einer Doppelschicht, deren 
Moment stromabwärts anwächst nach der Formel: 


a ET ie a ae nn ie 

















| LE}; ar .. (27) 
ep vo ee (27). 
Eine derartire Kombination von einer einfachen Schicht mit einer Doppelschicht ist jedoch 
gleichwertig mit einer Verschiebung der einfachen Schicht in der Richtung der x;-Achse 
| über den Abstand ‘0 x,, welcher der Bedingung genügt: 

t | (ö 0) = mn Fr tr U 

H | dx y dx J 

| Das ist aber dieselbe Gleichung, welcher — bis auf Größen zweiter Ordnung — eine in 

! | der Nähe der Wirbeltläche verlaufende Stromlinie genügt. 

i Man kann also sagen, daß in einem gewissen Sinne die Wirbelfläche die Tendenz 

j aufweist sich in der zweiten Näherung entlang den Stromlinien der ersten Näherung 

zu legen. 

| Zur genaueren Untersuchung dieses Punktes muß man in den Gleichungen die 
Zähigkeit nicht auf Null gehen lassen, und zudem muß die räumliche Verteilung der 

} | Kräfte berücksichtigt werden. Es läßt sich wahrscheinlich machen, daß wenn man für 
endliches (kleines) vr die unendliche Reihe der Näherungen aufstellt, diese Reihe sich 
| summieren läßt, und daß sodann die Summe eine Wirbelverteilung darstellt, die sich 
für verschwindendes r tatsächlich auf eine von den Stromlinien gebildete Fläche zu- 
sammenzieht '). 
| 7. Wir müssen jetzt noch einige Bemerkungen machen über das Problem der 


Bestimmung der Körperform, mit deren Hilfe ein bestimmtes Kräftesystem auf die 
Flüssigkeit übertragen werden kann; wir sind jedoch gezwungen, uns dabei sehr kurz 
| zu fassen, da diese Aufgabe noch keineswegs vollständig gelöst ist. Wir betrachten den 
| (in technischer Hinsicht grundlegenden) Fall der tragenden Fläche und beschränken uns“ 
auf die erste Näherung. Die Flächendichte der (in der negativen %;-Richtung gerichteten, 

Belastung sei f; wir verlegen die Angriffspunkte aller Kräfte in die 7%, %. Ebene und 
versuchen an jeder Stelle der belasteten Fläche die Vertikalgeschwindigkeit 4; zu be 

stimmen. Das Verhältnis zs/V ergibt dann den AÄnstellwinkel des betreffenden Flächen- 
elementes ‘ 

Aus den Formeln (4) bis (6) erhalten wir jetzt: 





rw 2; 


= - Zu dd, d&f hend ie £.. En 7 





Io r(r—xı + 8) 
ar; Be u 38 e hx;?e-® 
Us =D t — - u d Sıd fi 2k eeie << Anm rr no 
Oxz + nı o | _ L r r(r—xı +5) 
H 1 e J Ya x 2 } ü 
- ) u -— . 2a Be NEE Ge 
r(r— xı + £&ı) p® r(r— X +&8)) | 
In den Nennern tritt an einigen Stellen der Faktor r — xı + S; auf, welcher verschwindet, 
falls: 3 = &, %s 0, x fı. Da dann aber zu gleicher Zeit auch s gleich Null wird, 


ist es ersichtlich, daß die »Einflußfunktion« endlich bleibt. 

Die »Einflußfunktion« hat aber eine ziemlich verwickelte Gestalt, und namentlich 
sind die mit der Exponentialfunktion e”-* behafteten Glieder sehr störend für numerische 
Rechnungen, weil sie noch von der Viskosität abhängig sind. Sie verschwinden aber, 


a zen 








. . . . ıMva . 
wenn wir uns in einer Distanz von der Ordnung ‚ über oder unter der tragenden 
| “ * * 
| Fläche befinden, wo a die größte »Tiefe« der letzteren in der %,-Richtung bezeichnet. 
| Nun zeigt die Formel (28), daß in der Nähe der x, &%,-Ebene p höchstens von der 
4 = 
I), J.M. Burgers. ]. e. S. 1289/90. 
| 2) Wenn wir die Gleichung der tragenden Fläche in der Gestalt x3 —= z(xı,x,) schreiben, so ist 
die Bedingung dafür, daß sie die Stromlinien tangiert: 
1 ; 02 U2z 
y V+u)J; + -1m;=0, 
Oxı IX 
i oder mit Vernachlässigung Glieder 2, Ordnung: 
i J 2 == uU 
JO x 
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wu 


J 4 


l ' CE 4 
\rdnung %s | werden kann; innerhalb einer Schichtdicke von der soeben erwähnten 
= 


trößenordnung bleibt y also endlich. Weil die Geschwindigkeitskomponenten ,, 1a 

* Op 0« 

ollständig durch die Ableitungen - - , ’ bestimmt werden (es sind v, und «s gleich 
Oxı OxX) 


. . . . . “ u Oo - 
Null), bleiben auch diese endlich; ebenso ihre Ableitungen und =, Es bleibt also 
0X 0X 


ou : j , 
uch ‘endlich, und es folgt daraus, daß der Wert von u; in Punkten der X, &)-Ebene 


IX 
ich nur um unbedeutende Glieder unterscheiden kann von dem Wert in einem Abstand 
/4Mva .. n 12: . 
von der Ordnung v über oder unter dieser Ebene. Weil wır schließlich v» gegen 
\ull geben lassen, schreiben wir: 
1 s z “ ((’—- ns’ )(rr— x +) —x’r 
U = . Jim [fası d & f . eg 30). 
inet „u ). r”(r—xı + }ı)° 


Zur Bestimmung der Geschwindigkeit in einem Punkte z,, x dürfen wir für alle 
Punkte &,, &, welche außerhalb einer bestimmten Parabel: 
(&, 3)? ze — MG (£, — rı) + m? a° A i s j (31) 


liegen (wo m eine gewisse endliche Zahl bedeutet), den Wert von x; sofort durch Null 
ersetzen. Die Formel (29) vereinfacht sich dann noch weiter zu: 


Hi: u | | 
ut d&ı dS — Er  ; 9 
tzoV j Er mepr : 
(r— 2, +5)>ma 
Wenn wir die Zahl m sehr klein wählen, so ist die Parabel sehr schmal. In dem 
von ihr eingeschlossenen Streifen schreiben wir in der Formel (30) annäherungsweise: 
(x E_1? at 
"u w . X, =, nn X 
er r— IP sı ) -, 
2 (xı — &,) 


rs EN‘ “ . 
I(Sı, ss) = ($1,%) , 


Formel (30) nimmt dann folgende Gestalt an: 


und zudem: 


4 < 


PEN: 1 . r z - \ I 2 (x X} 
u’ — ‚ lim d Sı f (Sı, 72) | d Sy 
4 u g | 22V). r ı(x2 r 


In Im 


u nm 
” 


2)‘ 

,)' Fx3° 
Wir können hierin die Integration nach $&, ausführen. Die Grenzen für 5, werden durch 
(Gl. (31) bestimmt; da wir aber doch schon eine Näherung eingeführt haben, welche genau 


senommen nur für genügend große Werte von zı — 5, gültig ist, ersetzen wir zur Ver- 
einfachung diese Grenzen durch: —- \2ma(zı — &ı). Wir erhalten in dieser Weise: 
er wi : EZ a 4/2 malx —$ı 
U" = . lim dası (5,2%) | \ E; 
ar 0 | 2 ı® 2 ma (x, — Sı) + x3° 


und wenn wir nun zuletzt zz nach Null gehen lassen: 


I 
2 


a = | 6 i 
U’? = ‚lası f(&ı,) Fr 
anoV, V2ma(k &,) 


Im Zusammenhang mit den gemachten Vereinfachungen ist für die obere Grenze von Sı 


der Wert xı genommen. Die untere Grenze wird bestimmt durch die Ausdehnung der 


belasteten Fläche, 
Wir erhalten in dieser Weise zur Bestimmung der Vertikalgeschwindigkeit die Formel: 


7 i ei 1,58 Pa. fl, x 
U=U”4tUu"' = | d Sı d <3 A | u - | ds; J\ 1%) | (34). 


ınoVL). 2malıı —&): 


Ur 


Mit Hilfe dieser Formel kann man im Prinzip zu einer gegebenen Belastungs- 
erteilung f an jeder Stelle der tragenden Fläche (und auch stromabwärts von ihr in der 
ı,23-Ebene) die Vertikalgeschwindigkeit v3 und den Anstellwinkel v;/V berechnen. Nach 
jem Gedankengange der Birnbaumschen Theorie läßt sich dann die von diesen Anstell- 
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winkeln bestimmte Fläche konstruieren; wenn diese Fläche ersetzt wird durch eine 
materiell ausgeführte Fläche, welche in der Strömung V ruhend gehalten wird, so sind 
die Vertikalkomponenten der auf letztere von der Flüssigkeit ausgeübten Drücke, bis auf 
Glieder höherer Ordnung und bis auf die durch die Reibung bestimmten Verluste, gleich 
den Belastungen f. 

Auf den weiteren Ausbau dieser Ueberlegurgen werden wir hier aber nicht ein- 
gehen!) 76 


Strömung um einen Körper in einer kompressiblen Flüssigkeit. 
Von @. J. TAYLOR in Cambridge. 


(Uebersetzt von Günther Schulz in Berlin.) 


isher hat man Anwendungen der theoretischen Hydrodynamik auf die Flugtechnik 

immer nur unter der Annahme gemacht, daß die Luft sich hinsichtlich der Kräfte, 

die sie auf bewegte Körper ausübt, wie eine inkompressible Flüssigkeit verhält. In 
den letzten Jahren haben indessen die Geschwindigkeiten der Flugzeuge so zugenommen, 
daß die Wirkung der Kompressibilität nicht länger unbeachtet gelassen werden darf. 
Der Gewinner des Schneider-Pokals zum Beispiel flog ungefähr mit halber Schall 
geschwindigkeit, und die Geschwindigkeit der Enden seines Propellerflügels übertraf 
wahrscheinlich die des Schalles. Um die Kompressibilität bei den mathematischen Ent- 
wicklungen zu berücksichtigen, muß man einen Strömungstypus zugrunde legen, der der 
mathematischen Behandlung im Fall einer inkompressiblen Flüssigkeit zugänglich ist. Die 
erfolgreichste Anwendung der Hydrodynamik auf die Flugtechnik ist die von Joukowskvy, 
der entdeckte, daß bei den als Tragflügel bekannten scharfkantigen Körpern sich eine 
sewisse wirbelfreie Zirkulation der wirbelfreien Strömung überlagern läßt, die entsteht, 
wenn der Tragflügel aus der Ruhe in Bewegung gesetzt wird, derart, daß die Geschwin- 
digkeit an der Kante Null wird. Die so für eine inkompressible Flüssigkeit erhaltene 
wirbelfreie Strömung hat sich als eine sehr gute Annäherung an die im Windkanal be- 
obachtete wirkliche Strömung erwiesen. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Wirkung der Kompressibilität bei wirbelfreier 
Strömung betrachtet. Um die Ergebnisse mit der Beobachtung vergleichen zu können, 
wurde der Wirkung der Kompressibilität am Typus der Joukowsky-Strömung um einen 
Tragflügel besondere Aufmerksamkeit gewidmet, wobei die Zirkulation so gewählt Ist, 
daß die Geschwindigkeit an der Kante Null ist. 


1. Versuchsergebnisse. Vor Behandlung der theoretischen Seite der Frage 
scheint es wünschenswert, eine Aufzählung der Ergebnisse zu geben, die man erhalten 
hat, wenn Tragflügel in einen Luftstrom gestellt wurden, dessen Geschwindigkeit mit der 
des Schalles vergleichbar ist. Die beiden Hauptergebnisse sind: 

I. Bis hinauf zu Geschwindigkeiten von etwa 0,6-facher Schallgeschwindigkeit 
wächst der Auftriebskoeffizient?) mit zunehmender Geschwindigkeit, bis die Strömungs- 
geschwindigkeit einen Wert erreicht, der im später theoretisch behandelten Fall etwa 
0,6 ao beträgt, wobei a, die Schallgeschwindigkeit im Luftstrom in großer Entfernung 
vom Körper ist. Bis zu dieser Geschwindigkeit ist der Widerstand gering, und alles weist 
darauf hin, daß die wirbelfreie Strömung mit der Joukowsky-Zirkulation eine gute 
Darstellung der Strömung geben würde. In der Tat haben unter gewissen einschränkenden 





































































































ee ir er A Nr ee ERDE EL 


EIER ES 


a; 








I) Zusatz bei der Korrektur. Ein zroßer Teil der obigen Resultate läßt sich auch erhalten. 


indem man von den Gleichungen für die reibungslose Flüssigkeit ausgeht; es muß dann aus den 
()seenschen Formeln eine Integrationsvorschrift für diese Gleichungen entnommen werden. 

Die bei der Transformation der Formel (30) verwendete Einteilung des Integrationszebiets kann 
auch dureh eine andere ersetzt werden; an Stelle der Forme)] (34) tritt dann ein etwas abgeänderter 
Ausdruck, der aber denselben Wert liefert. 

\ls ein Beispiel zur Anwendung der Formel (34) kann man u.a. den Fall einer Tragfläche mit 
sehr großem Seitenverhältnis betrachten; man erhält dann für ws eine Summe aus zwei Ausdrücken, 
wovon der eine als der Beitrag der gebundenen Wirbel aufgefaßt werden kann, während der andere den 
Beitrag der abzehenden freien Wirbel darstellt. Auch für den Fall einer schief angeblasenen Tragfläche 
läßt sich eine Formel entwickeln. 

-) Der Auftriebskoeffizient ist gleich Auftrieb geteilt durch das Produkt aus Dichte mal Quadrat 
der Geschwindigkeit mal Fläche des Tragflügeis. 
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\nnabmen Prandtl und Glauert') die Wirkung der Kompressibilität berechnet, indem 
ie die Zirkulation in dem Maße zunehmen ließen, wie es notwendig war, um das Vor- 
ommen einer unendlichen Geschwindigkeit an der Kante zu vermeiden. Sie haben 
rezeigt, daß mit zunehmender Geschwindigkeit ein Anwachsen des Auftriebskoeffizienten 
orhanden sein müßte und daß eine rohe Uebereinstimmung mit der Beobachtung vorliegt. 


2. Das zweite Hauptergebnis ist, daß bei einer Geschwindigkeit, die mit der Gestalt 
les benutzten Flügels und dem Anstellwinkel veränderlich ist, der Widerstand zunimmt 
ınd der Auftrieb schnell abnimmt. Das weist darauf hin, daß die Strömung aufhört, 
‚uch nur angenähert wirbelfrei zu sein. Das Aufhören der Wirbelfreiheit tritt im Fall 
{es speziellen Tragflügels, der später theoretisch behandelt wird, ungefähr bei einer Ge 
;chwindigkeit von 0,6 ein. 


Bei diesem experimentellen Befund erhebt sich die Frage: bricht die Strömung 
‚usammen, weil eine wirbelfreie Strömung nicht mehr möglich ist bei einer bestimmten 
teschwindigkeit, die ohne Zweifel von der Gestalt des Körpers abhängt, oder aus einem 
anderen Grunde, der mit der Zähigkeit oder anderen in der Theorie nicht berücksich- 
tigten Eigenschaften der Luft zusammenhängt? Im letzteren Fall ist kein ersichtliches 
mathematisches Interesse bei der Frage vorhanden, im ersten Fall jedoch liegt eine rein 
mathematische Fragestellung vor, die von allen weiteren experimentellen Ueberlegungen 
retrennt werden kann. Das Problem möge in folgender Form gestellt werden: ein Körper 
bewegt sich in einer nicht zähen Flüssigkeit, die im Unendlichen in Ruhe ist. Bei welcher 
Geschwindigkeit — falls eine solche Grenze überhaupt existiert — hört die wirbelfreie 
Strömung auf, möglich zu sein? Hauptsächlich um diese Fragen zu klären, sind die hier 
behandelten Einzelprobleme ausgewählt worden. 


2. Rayleighs Lösung.’) Die ersten Versuche, die Wirkung der Kompressibilität 
bei wirbelfreier Strömung um einen in einer Flüssigkeit bewegten Körper zu finden, 
waren die von Janzen und Ravleigh, die eine Wirkung der Kompressibilität von 
kleinem Betrage fanden, die darin bestand, daß die Stromlinien um einen Kreiszylinder 
verzerrt wurden gegenüber ihrer Lage in einer inkompressiblen Flüssigkeit. Wenn man 
im Körper feste Achsen annimmt, hat man es mit einer stationären Bewegung zu tun. 
Die Kontinuitätsgleichung lautet 


02. ?g | 00 ar 3006 / 
Pı e ( Bee |, U 
1) 


/} 


Ox’ Iy‘ GE OX oydy 


x 


wo y das Geschwindigkeitspotential und o die Dichte ist. Wenn man die Bernouillische 
Gleichung nebst der Beziehung zwischen Dichte und Druck bei adiabatischer Zustands- 
änderung hinzunimmt, dann ist die Geschwindigkeit q für einen beliebigen Punkt mit ge 
durch die Gleichung 

[2 do — (7 — 1) > — v?P)'d (q?) - 'd Be « : ‘ (2) 


verknüpft; dabei ist & die Schallgeschwindigkeit in der Luft bei ungestörter Strömung 
und v» die Strömungsgeschwindigkeit. Wenn man (2) in (1) einsetzt, dann ist die Gleichung 
für g 


’ () 2 
o0’g co)? “ Br nr. Ol Og Ol ar , 
+  — [20° - a re | q) .. 7) a (3), 
;B$ 4 Oy” wo: x y ey 
wobei 
m Ig 2 Igq 2 
?=(*)+ (7). 
0x Oy 

Um eine Näherungslösung dieser Gleichung zu erhalten, die gültig ist, wenn die 
(Geschwindigkeiten überall klein gegen die des Schalles sind, vernachlässigt Rayleigh 
y— 1)(g?— v?) gegen 2° im ersten Faktor der rechten Seite von (3). Der wahre 
Wert von ® befriedigt nahezu die Gleichung /yp=0. Ay unterscheidet sich dabei von 
Null um die kleine Größe 

1 . Ig)9r lg’) 9yg 
ao ( + 
= 2 0% Oy Iy 

) Prandtl, siehe den Artikel von Ackeret im Handbuch der Physik (herausg. von Geiger 
ind Scheel), Bd. 7, S. 340. — Glauert, Proc. Roy. Soe. (A), Bd. 118 (1928), S. 113. 

3) Rayleigh, Phil. Mag. (6), Bd. 32 (1916), S.1. — O.Janzen, Phys. Ztschr. Bd. 14 (1913), 
S. 639. 
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Diesen Ausdruck berechnet Rayleigh unter Benutzung einer passenden Lösung von 
Ag 0 als Funktion von x und % — er nennt sie Fı (x,%) — und löst die Gleichung 


Ag = Fi (x, y) . . . . . . . . . . (4). 
So erhält er eine für kleines »/a, gültige Näherungslösung. Er bemerkt, daß der Prozeß 
wiederholt werden kann, indem die neue Lösung von (4) eingesetzt wird in 
O(g‘) Op fü I(g?) Og 


Ox 9x Oy Oy 


20? 7-1) 


’ 


um eine neue Funktion F% (x,y) zu erhalten. Die Lösung von Jp=F;(x,y) ist dann 
eine zweite Näherung, und die Frage, ob diese Methode die wahre Lösung gibt oder 
nicht, ist eine Frage der Konvergenz der aufeinanderfolgenden Werte von 9. 


Ravyleigh nahm an, daß man von der fortgesetzten Wiederholung dieses Prozesses 
eine Lösung von (3) erwarten könnte, selbst dann, wenn v/a, nicht klein sei, und daß 
er auch noch im Fall v—=«, nicht versagen würde, wenn die bekannten Kompressionswellen, 
die man an der Spitze von Geschossen beobachtet, auftreten könnten. 


3. Mechanische Lösungsmethode. Sogar im einfachen Fall eines Kreiszylinders 
ist die zu bewältigende Arbeit, um aus einer Annäherung nach Ravleighs Methode die 
nächste zu erhalten, so umfangreich, daß niemand hoffen konnte, über die zweite hinaus 
zu kommen, und in den Fällen, mit denen sich die Luftfahrtingenieure hauptsächlich 
beschäftigen, würde selbst der erste Schritt nur in roher Annäherung durchzuführen sein. 
Diese Methode besteht im wesentlichen darin, daß ein bekanntes Stromlinienbild durch An- 
wendung von Näherungsgleichungen schrittweise verzerrt wird, bis man im Fall der 
Konvergenz der Methode die wahre Lösung des Problems erhält. Aber leider sind die 
Schwierigkeiten bei der Ausführung des analytischen Prozesses, der diese Verzerrung 
darstellt, so groß, daß es nicht möglich gewesen ist, festzustellen, ob — und wenn ja — 
unter welcher Einschränkung die Methode ein konvergentes Ergebnis liefert. 

Vor einiger Zeit fiel es mir auf, daß man eine mechanische Methode ausarbeiten 
könnte, durch die die Arbeit der analytischen Darstellung eines verzerrten Stromlinien- 
feldes umgangen werden könnte. Die Analogie zwischen dem elektrischen Strom in einer 
leitenden Schicht von gleichförmiger Dicke und der Strömung einer inkompressiblen 
Flüssigkeit ist bekannt. Man hat sie benutzt, um Strömungsfelder von Flüssigkeiten zu 
bestimmen in Fällen, in denen die analytischen Methoden wegen der Schwierigkeit, die 
(Gestalt der willkürlichen Begrenzungen in mathematische Form zu fassen, nicht anwendbar 
sind. Schneidet man ein Loch von beliebiger Gestalt in eine gleichförmige Schicht eines 
leitenden Materials, durch das ein gleichförmiger Strom fließt, dann sind die elektrischen 
Stromlinien identisch mit den Stromlinien einer an einem Zylinder, dessen Schnitt die Be- 
erenzung des Loches ist, vorbeifließenden inkompressiblen Flüssigkeit. Die elektrischen 
Aequipotentiallinien in der Schicht stimmen mit den Flächen gleichen Geschwindigkeits- 
potentials bei der Flüssigkeit überein. 

Ein solches System elektrischer Stromlinien kann verzerrt werden, während es immer 
noch dieselben Randbedingungen erfüllt, indem man die Dicke der leitenden Schicht ver- 
ändert, das nichtleitende Loch aber unverändert läßt. Auf diesem Gedanken beruht das 
Prinzip eines Apparates, den ich zur Lösung der Gleichungen der kompressiblen Flüssig- 
keiten benutzt habe. Dieser Apparat ist ausführlich an anderer Stelle ') beschrieben, so daß es 
sich erübrigt, hier mehr anzuführen als die Gleichungen, die seine Anwendung beherrschen. 

Die Gleichungen für das Geschwindigkeitspotential 9 und die Stromfunktion W in 
einer Flüssigkeit von variabler Dichte sind 

ut. ARE U, E v. AR 0vV, ed A , 
x Oy Ox ey 
wo u und v» die Komponenten der Geschwindigkeit sind. 
Die Gleichungen für den elektrischen Strom sind 


L . fo, >, —|.6, ee te, AR | (6), 
x Uy UXxX Uy 

wo f und g die Komponenten der Stromdichte, o der spezifische Widerstand und / die 
Dicke der Schicht ist. YV ist das elektrische Potential und I1V eine elektrische Strom- 
funktion. Man sieht, daß es zwei Wege gibt, um die Gl. (5) mit (6) identisch zu machen. 


') Taylor und Sharman, Proc. Roy. Soe. (A), Bd. 121 (1928), S. 194. 
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wi 


=] 


Wir können entweder setzen 


V=9, W=w, u=f0, Q v—=tg, v—=g0, 4 u=tif . (7). 
ınn ist Uebereinstimmung vorhanden, wenn {= 00. Oder man setzt 

W=9, V-—ı, —u=tg, oev—f6, v—=tf, 0u=—g6 (8). 
ann muß ?Z=0/p sein. Daher gibt es zwei ÄAnalogien, von denen man bei der Lösung 


r Gleichungen der wirbelfreien Flüssigkeitsströmung bei veränderlicher Dichte Gebrauch 
ıchen kann, vorausgesetzt, daß wir die Dichte an jedem Punkte kennen. Benutzen wir 
\), so müssen wir die Dicke ? der leitenden Schicht überall proportional o machen; dann 
die Stromstärke überall proportional der Geschwindigkeit der Flüssigkeit im analogen 
oblem. Wählen wir dagegen (B), so muß die leitende Schicht so genommen werden, 
ıß ? überall umgekehrt proportional zu e ist. In diesem Fall ist die Stromstärke 
roportional dem Produkte aus Geschwindigkeit und Dichte. Im Fall (A) ist die Richtung 
er maximalen Stromstärke diesselbe wie die der Flüssigkeitsströmung; im Fall (B) sind 
rechtwinklig zueinander. Beim Flüssigkeitsproblem ist die Randbedingung die, daß die 
'eschwindigkeitskomponente in einer Richtung senkrecht zur Oberfläche Null ist. Bei 
en elektrischen Analoga (A) und (B) wird dies erreicht, daß im Fall (A) in die leitende 
schicht ein Loch von der richtigen Gestalt eingeschnitten oder ein Nichtleiter eingesetzt 
yird; beim Analogon (B) wird dieser Nichtleiter durch einen vollkommenen Leiter ersetzt. 
\nalogon (A) ist von Nutzen, wenn man eine wirbelfreie Bewegung ohne Zirkulation 
larstellen will.e Um wirbelfreie Strömung mit Zirkulation darzustellen, ist es notwendig, 
in elektrisches Analogon für ein mehrwertiges Geschwindigkeitspotential zu haben. Um 
lies beim Analogon (A) zu erreichen, müßte man ein mehrwertiges elektrisches Potential 
‚aben, was beim stationären Zustand nicht möglich ist. Dadurch, daß man einen Strom 
Iurch einen vollkommenen Leiter einfügt, der beim Analogon (B) dem Zylinder in einem 
Felde von Flüssigkeitsströmung entspricht, ist es andererseits möglich, Zirkulation zur Dar 
stellung zu bringen; denn in diesem Fall ist die elektrische Stromfunktion IV nicht ein- 
vertig. 
3jeim Gebrauch meines Apparates für Analogon (A) oder (B) kann ich aus einfachen 
elektrischen Messungen das Strömungsfeld der Flüssigkeit erhalten, das einer gegebenen 
Dichteverteilung entspricht. Um das Strömungsproblem für eine kompressible Flüssigkeit 
zu lösen, muß man von der Beziehung zwischen Druck und Dichte einer Flüssigkeit 
(Gebrauch machen. Wenn wir noch die Bernouillische Gleichung hinzunehmen, die 
ie Geschwirdigkeit mit dem Druck verknüpft, erhalten wir die Gleichung 


1 1 
O0 | 1 


_—_Ii1l— Gm | Bd ie re A 


00 | 2 


zwischen Dichte und Geschwindigkeit. Bei dieser Gleichung ist der Körper als ruhend 
ın der Flüssigkeitsstrrömung vorausgesetzt; diese hat eine gleichförmige Geschwindigkeit 
in großer Entfernung vom Körper. Man setzt 9=g/v und v—=na. e ist die Dichte an 
einem beliebigen Punkt, 0 im Unendlichen. y ist das Verhältnis der spezifischen Wärmen 
ier Luft, das 1,40 beträgt. | 
Beim elektrischen Analogon muß die leitende Schicht von gleichförmiger Dicke fo 
mn Unendlichen sein. An Punkten, wo die Dichte o ist, müssen wir die Schicht dünner 
der dieker machen entsprechend der Gleichung ?/f, = o/%o. Danach geben uns elektrische 
\lessungen 0, das im elektrischen Fall das Verhältnis der Stromdichte an einem beliebigen 
unkte zu der im Unendlichen und im Fall der Flüssigkeitsströmung das Verhätnis der 
eschwindigkeit an einem beliebigen Punkte zu der im Unendlichen ist. Wir sind so 
imstande, mit Hilfe des Apparates die Werte von 3 zu finden, die einer gegebenen Verteilung 
on 0/0, entsprechen. Die Dicke der Schicht ist so zu wählen, daß der auf diese Weise er- 
(altene Wert von Ö derselbe ist, wie ihn G1.(9) liefert. Um das zu erreichen, benutze ich eine 
anz willkürliche Folge von Operationen. Beginnend mit einer gleichförmigen leitenden 
;hieht, in der das entsprechende elektrische Analogon zu den bei der Flüssigkeitsströmung 
eforderten Randbedingungen angebracht ist, finde ich zunächst den Wert von % für eine 
kompressible Flüssigkeit und nenne ihn %,. Dann benutze ich Gl. (9), um den Wert von 
0% zu berechnen, der der Stıömung in einer kompressiblen Flüssigkeit entsprechen 
ürde, wenn die Geschwindigkeit überall den Wert hätte, den sie für eine inkompressible 
(üssigkeit hat. Dann stelle ich eine neue leitende Schicht her, in der die Dicke überall 
'oportional diesem Werte von 0/0 ist. Elektrische Messungen geben uns dann einen 
;uen Wert 9, für 9. Wiederum finde ich aus (9) einen neuen Wert für e/e, und stelle 
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eine neue leitende Schicht her, um diese Dichteverteilung darzustellen. Dieser Proze! 
läßt sich beliebig oft wiederholen; ob er zu einer Lösung führt, ist allein eine Frage de 
Konvergenz. Konvergiert der Prozeß, dann gibt er notwendig eine Lösung. 


4. Vergleich mit Rayleighs Meihode. Vor der Diskussion der aus eine 
wirklichen Anwendung dieser Methode hervorgegangenen Ergebnisse sei darauf hingewiesen 
daß sie fast identisch mit der von Rayleigh vorgeschlagenen Methode ist. Rayleigh: 
Gleichung kann geschrieben werden. 


De, de__ 1er den ce) 


dx’ Oy’ 0 0!x0Ox Ooytoy 

e ist mit @ durch GI. (9) verknüpft. (10) ist identisch mit (3). Rayleighs Methode zu 

Lösune von (10) beginnt mit einer passenden Lösung g; (X, von Ag =0. Er setz 
g g | £ Yı \%,yY 


dann 9, in (9) ein und erhält so o/e. als Funktion p, (X, %y). Dann löst er die Gleichung 


ei N | 1 (2ei 9 4 Ze 9) a (11). 
02 0y 091 \0x2 04 0yoy 
Der so erhaltene Wert von ® ist die Näherungslösung. 

Wenn ich mit dem elektrischen Analogon arbeite, beginne ich mit der Bestimmung 
von 9 mittels einer leitenden Schicht von gleichförmiger Dicke. Dann setze ich 9ı in 
(9) ein und finde 0, gerade so wie bei Rayleighs Methode. Die zweite Anwendung des 
Verfahrens löst dann die Gleichung 


dp 0g I0,0g !0,0g 3\ 
en E ae Eh 


Oy“ h # OXxX ( y Oy' 


u} 


ÜOXx 


Der einzige Unterschied zwischen diesem Schritt und Rayleighs Methode ist der, 
daß Rayleigh Näherungswerte für p und E auf der rechten Seite von (12) benutzt, 
wohingegen die elektrische Methode nur die mittels der vorhergehenden Näherung ge 
fundenen Werte von e benutzt, während die Werte von @ auf beiden Seiten von (12) im 
elektrischen Teil der Methode bestimmt sind. Der große Vorzug bei Benutzung der 
elektrischen Analoga gegenüber den nur rechnenden Methoden ist der, daß beim Ueber 
gang von der n-ten zur (rn —+1)-ten Näherung nicht mehr Arbeit nötig ist als beim Ueber- 
gang von der ersten zur zweiten. 


5. Anwendung auf den Kreiszylinder. Das erste Problem, auf das die 
Methode angewendet wurde, war das des Kreiszylinders in einer stationären Luftströmung. 
Eine ausfübrliche Beschreibung findet sich in der schon zitierten Arbeit. Mit Hilfe 
von Analogon (A) wurde gefunden, daß die Methode schnell konvergente Ergebnisse liefert, 
solange n </ 0,4, d.h. wenn v kleiner ist als 0,4 a,, wo ao die Schallgesehwindigkeit in 
Luft von der Temperatur der Strömung in großer Entfernung vom Körper ist. Für 
n = 0,6 waren die sukzessiven Annäherungen schnell divergent. Für n = 0,5 divergierten 
sie langsam und ich konnte abschätzen, daß sie ungefähr bei n = 0,45 anfangen würden 
zu divergieren. Die gekürzte Zahlentafel gibt die Werte der sukzessiven Annäherungen 
0,,03,03,..., die mittels meines Apparates an bestimmten ausgewählten Punkten des 
Feldes schrittweise gefunden wurden. Die gewählten Punkte liegen auf der Geraden durch 
den Mittelpunkt des Zylinders vom Radius 7, die zur Richtung der Hauptströmung recht 
winklig liegt. Sie lagen im Abstand von 1,04 R, 1,20 R, 1,50 A, 2,0 R, 3,0 R vom Mittel 
punkt. Man sieht, daß erwartungsgemäß Rayleighs Näherung, die in der letzten 
Spalte gegeben ist, in jedem Fall sehr nahe bei %; liegt. Für n = 0,4 ist die Konvergenz 
so schnell, daß der Apparat keine meßbaren Unterschiede zwischen ', und U; nach- 
weisen konnte. Im Fall n = 0,6 dagegen ist die Divergenz so schnell, daß die Dicke der 
leitenden Schicht an der Zylinderoberfläche noch vor der vierten Anwendung der 
Methode zu Null geworden ist. (Vergl. die Zahlentafel auf S. 339.) 


6. Anwendung auf den Tragflügel.e Um einen Vergleich mit den experimen 
tellen Ergebnissen an Tragflügeln im Windstrom hoher Geschwindigkeit zu ermöglichen, 
wurde die Methode auf den Fall eines Tragflügelprofils angewendet. Eine Zirkulation, 
die gerade hinreichte, um die Geschwindigkeit an der Kante zu Null zu machen, wurde 
angenommen. Daher war es nötig, das Analogon (B) zu benutzen. Die Ergebnisse 
waren ähnlich denen, die beim Kreiszylinder erhalten wurden. Bei einem speziellen 
Anströmungswinkel wurde gefunden, daß die sukzessiven Näherungen konvergent waren, 
falls n < 0,58, aber divergent, falls n > 0,58. 
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Zahlentafel. 


Die Zahlentafel zeigt, daß Rayleighs Näherung nahe bei der zweiten mit Hilfe 
des Apparates gewonnenen liegt. 























n = 0,4 
yR F ve I Rayleighs Näherung 
1,04 1,95 2,13 3.18 2,10 
‚20 1,69 1,89 1,89 1,84 
1,50 1,45 1,60 1,60 1,55 
2,0 1,25 1,36 1,35 1,31 
3,0 1,11 1,19 1,18 1,14 
n = 0,5 
1) R vr vw I 7 5 Rayleigchs Näherung 
1.04 1.95 2.2 | =.0 2,65 2,76 2,22 
1.20 1.69 1,97 2,16 2,31 2,44 1,95 
1,50 1,45 1.66 1,75 1,86 1,94 1,61 
2,0 25 1.39 1,45 1,50 1,54 1.35 
0 en: 1,19 1,20 1,23 1,25 1,16 
n=0,6 
yR JH J9 Fa 4 FT Rayleighs Näherung 
1,04 1,95 2,40 2,85 -- 2.32 
1,20 1,69 2,11 2,50 3.16 m 2.03 
1,50 1,45 1.78 2.01 2,45 3.34 1,69 
2,0 1.25 1,44 1,61 1,79 2,11 1,40 
3,0 1,11 1,22 1,30 1,36 1,46 1,18 


Die aufeinanderfolgenden Werte von % für Punkte an der Ober- und Unterseite 
es Tragflügels sind in Abb. 1 für die Fälle » = 0,5, n = 0,6 und n = 0,56 dargestellt. 
in dieser Abbildung sind die mit & bezeichneten Abszissen die in der Hauptströmungs- 
richtung der Flüssigkeit gemessenen Koordinaten der Punkte. Man sieht, daß für n = 0,56 
ine viermalige Anwendung des Apparates nötig ist; ©; war von dÖ, nicht zu unter- 
‚scheiden. Andererseits war für n= 0,6 nach fünf Anwendungen kein Anzeichen von 
Konvergenz zu bemerken. Bei n — 0,5 war Ö; nicht von 9 zu unterscheiden. (Vergl. 
bb. 1 auf S. 340.) 

Bis hinauf zu n = 0,58 wuchs der mit dem Apparat gefundene Auftriebskoeffizient 
nit wachsendem n gerade so wie der beobachtete; das Anwachsen war mit großer 
\nnäherung das gleiche wie das mit der Näherungsmethode von Glauert gefundene. 


7. Empirisches Kriterium für das Aufhören der Konvergenz. Nun erhebt 
ich die Frage: warum hört die Konvergenz bei einer bestimmten Geschwindigkeit auf? 
‚wei Vermutungen sind möglich: 1. Das Versagen könnte an der Unvollkommenheit der 
'athematischen Methode liegen; in diesem Falle würde eine bessere Methode eine Lösung bei 
‚heren Geschwindigkeiten geben. 2. Vielleicht ist eine wirbelfreie Strömung überhaupt nicht 
öglich, wenn die Geschwindigkeit eines Körpers relativ zur Flüssigkeit im Unendlichen 
nen bestimmten Wert N «a, übersteigt, wobei N eine Zahl ist, die von der Gestalt des 
örpers abhängt (0 <N<ı1). 

Die Frage ist eine rein mathematische, die sich allein mit mathematischen Me- 
oden beantworten lassen müßte; es ist jedoch bemerkenswert, daß der experimentelle 

fund, soweit er vorhanden ist, in Uebereinstimmung mit der zweiten Vermutung steht. 
s hinauf zu n=0,6 sind der geringe Widerstand und der beobachtete Wert des 
uftriebskoeffizienten des im letzten Abschnitt behandelten Tragflügels in guter Ueberein- 
immung mit denen, die von der Theorie von Joukowsky vorausgesagt würden, falls 
an sie zur Anwendung auf kompressible Flüssigkeiten umgestaltete. Bei Geschwindig- 
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keiten, die höher als das 0,6-fache der Schallgeschwindigkeit sind, zeigen das rasch 
Anwachsen des Widerstandes und das Abnehmen des Auftriebskoeffizienten zur Genüg: 
daß die wirkliche Strömung aufhört, auch nu 
aneenähert wirbelfrei zu sein. 





Eine Prüfung der Anwendungsergebnisse de 
elektrischen Analogons zeigte in jedem der vie 
wirklich untersuchten Fälle, daß das Aufhöre: 
der Konvergenz ungefähr dann zuerst eintrat, al: 
die Maximalgeschwindigkeit im Feld die lokal: 
Schallgeschwindigkeit erreichte. So war im Fal 
eines gewissen Tragflügels, der mit seiner Unteı 
seite parallel zur Windrichtung gestellt war, fü: 
v—= 0,50 @ die mit Hilfe des Apparates berech 
nete Maximalgeschwindigkeit 1,40 v, während di: 
lokale Sehallgeschwindigkeit erreicht worden wäre 
an einem Punkt in der Strömung, wo |,—=1,86 
Bei v—=0,50 a, führte die Methode zu sehr schnel! 
konvergenten Ergebnissen. Für v = 0,56 waı 
die Maximalgeschwindigkeit im Feld 1,63 vo, wäh 
rend V,— 1,68 v; auch bei dieser Geschwindigkeit 
führte die Methode zu konvergierenden Ergeb- 
nissen, jedoch war die Konvergenz nicht so 
schnell wie bei "= 0,50. Für v® = 0,60 a 
konnte die Maximalgeschwindigkeit nicht bestimm!t 
werden, weil die Methode divergierende Ergeb 
nisse lieferte, aber sämtliche sukzessiven diver 
genten AÄpproximationen nach der ersten ent- 
sprachen Zuständen der Flüssigkeit mit Gebieten, 
wo die lokale Schallgeschwindigkeit übertroffen 
wurde. 








un 
Leider sind die instrumentellen Ungenauig 
rap keiten meines Apparates in der gegenwärtigen 
” ne a Form derart, daß es nicht möglich ist, die Ge 
schwindigkeit, bei der die Divergenz beginnt, ge 
nauer als auf 3 bis 4 °/, zu bestimmen. Jeden 
Werte von ı" an der Ober- und Unterseite falls kann mit dieser Einschränkung gesag! 
eines Joukowsky-Tragflügels werden, daß ein empirisches Konvergenzkrite 
rium, das auf die vier Fälle, soweit sie unter 
sucht sind, anwendbar wäre, das ist, daß die größte Geschwindigkeit im Feld kleiner sein 
muß als die lokale Schallgeschwindigkeit. 


Abb. 1. 


8. Weitere Versuche zur Bestimmung von Grenzen für die Maximal- 
geschwindigkeit bei wirbelfreier Bewegung. Dieses letzte Ergebnis wirft natürlich 
die Frage auf: ist es möglich, daß die Geschwindigkeit der Flüssigkeit die des Schalles 
an irgend einem Punkte des Feldes übertrifit, wenn ein Körper in einen gleichförmigen 
Luftstrom, der sich mit geringerer als Schallgeschwindigkeit bewegt, gestellt wird? Wir 
wissen aus der Arbeit von St. Venant und Wantzel, daß es eine bestimmte Grenze 
für die Geschwindigkeit, die eine stationäre Luftströmung erreichen kann, gibt, nämlich 


y- 1 "ig z . . . . .s : : 
a(‘ . ’— 2,45a, wo a die Geschwindigkeit der Strömung dort ist, wo sie die des 
a | 


Schalles erreicht. Andererseits können spezielle Randbedingungen noch weiter die Maxi- 
malgeschwindigkeit, die im Feld existieren kann, beschränken. Man betrachte z. B 
Fälle einer zweidimensionalen Strömung einer kompressiblen Flüssigkeit mit Symmetrie 
um eine Achse. Die Gleichung für p kann in Polarkoordinaten geschrieben werden 


8 ar 0°. i ( % ( E 
( g 1 909g + 1 0 ‚) 2a? —(y— 1) (g? Per, RER Ig \(g’) (13), 


ra r° ’, OP r! 3,92 , 9% or 


g 1 Og 
4 “=. r? (53 











nge 


Mec 


isch 
üg: 


nu 


ı de 
vie 
\öreı 
‚al: 
)kalı 
Fal 
nter 
‚ fü 
rech 
| die 


wäre 


sb r 
ınell 
waı 
wäh 
rkeit 
geb- 
| so 
0a 
ımmt 
geb 
iver 
ent- 
pten, 
offen 


Lwuig 
igen 
Ge 
ge 
den 
sag! 
rite 
nter 
sein 


nal- 
"lich 
‚lles 
jgen 
Wir 
ANZEe 
‚lich 


des 


axi- 
wi 


trie 








nd 10, Heft 4 OR R 
urust 1930 Taylor, Strömung um einen Körper in kompressibler Flüssigkeit 341 


enn die Strömung symmetrisch ist, so wird aus Gl. (13) 


(2, 1 0: ” D) ) \ : 
| + ) [2a —(7— 1) (g9’—a?)] = >? ) a 
Or r Ör Or Or 

® 


q as j r 
a unabhängig von % sein soll, ist die Lösung 


Or 
air: 5% rer er 
') befriedigt die Gleichung 


& E. &; ö 2 a £ ‚ 2 RE: Dar 
(/ + f') 120 (—1) e + B?f?— a) |= f - ou + 2B?’/ | (16), 

\ r r' 
If d’f 


o f und /" geschrieben sind für 7 und ,, Setzt man dann » —= A’a”?’r-? und 
ar ar 
- B?f a’, so wird aus (16) 
dn n Y+1-y—3)r’—(y—-1i)r n 
= SE 
dv v y+1-(—1)’—-(y+1)n 


s scheint keinen einfachen Weg zu geben, diese Gleichung zu integrieren, es ist jedoch 
icht, die Integration graphisch durchzuführen. Die Ergebnisse sind in Abb. 2 als eine 
Folge von Kurven für verschiedene Werte der Integrationskonstanten dargestellt. Jede 
Kurve beginnt im Punkte 7=0, v—= 0; v nimmt dann bis zu einem Maximum auf der 
(reraden 


zu. Für größere Werte von 

nimmt » wieder ab. lalls 
man annimmt, daß die Luft 
an einem Radius mit der ge- 
eigneten Zirkulation zuge- 
führt und an einem anderen 
kadius entfernt wird, ist die 
Strömung zwischen den bei- 
den Radien durch zwei Punkte et u BE el U an 
auf einer der Kurven in oO Rss] 0 30 Jo v 0 50 60 
Abb. 2 dargestellt, z. B. durch aAbn 9 
die Punkte A,B. Falls die 
Strömung im Unendlichen be- j,sunsen von 
sinnt mit einer Geschwindig- BE EHEN TI ID 
keit, die gegen Null strebt, 
dann liegt Punkt A im Ursprung. Wenn der Punkt, der den Zustand der Flüssigkeit 
darstellt, sich längs der Kurve bewegt, dann nimmt » mit abnehmendem r zu, bis an 
einem Pankt €, wo die Kurve die Gerade 

’+1-1-V)’- (+ V)7=0 
kreuzt, der kleinste Wert von r erreicht wird. Weitere Punkte auf der Kuıve haben 
keine physikalische Bedeutung für die Strömung, bei der die Geschwindigkeit im Unend 
chen verschwindet; andernfalls würden zwei Werte von „7 einem Wert von vr entsprechen, 
.h. auf einem Radius würden zwei verschiedene Geschwindigkeiten existieren. 
Die Geschwindigkeit q ist a (+ »)':, so daß die mögliche Maximalgeschwindigkeit 
ın Punkte C erreicht wird. Wenn sich der Punkt C auf der Geraden 
Y+1—-(Y—-V)r—(y+1)y=0 


) ) 1 2 
entlang vom Punkte „= 1, vr—=0 bis 1 =, Zee bewegt, so wächst der Wert von 


d 














vr dn + D-W-3)vr -y—Dr 


a7 
F 


Hr von 1 bis ‘ Daraus folgt, daß die mögliche Maximalgeschwindigkeit im Feld 


hängt von der Randbedingung, die durch den Punkt A dargestellt ist, und daß sie 
5 Ip 
ih -) haben kann. Falls zu Beginn v—0 ist 
nd 7 einen endlichen Wert hat, ist die Strömung rein radial. In diesem Fall ist die 
renzgeschwindigkeit gleich a, so daß Geschwindigkeiten größer als die des Schalles 
cht vorkommen können. Falls die Anfangsbedingung durch einen Punkt auf der Kurve 
DE dargestellt ist, wo D der Punkt 7 = '/s, # = '/, ist, so schließen die Stromlinien in 


rend einen Wert zwischen a und a ( 
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dem Punkt, wo die Geschwindigkeit der Strömung gleich der des Schalles ist, d.h. iı 
Punkte D, mit den Radien einen Winkel von 45° ein. In diesem Falle findet man für d 
mögliche Maximalgeschwindigkeit, die dem Punkt E entspricht, den Wert 1,22a. Es s: 
darauf hingewiesen, daß die Strömungsrichtung an einem beliebigen Radius direkt aus Abb. 


1 

erhalten werden kann; sie schließt einen Winkel, dessen Tangens (*) “ist, mit dem R: 
dius ein. n 

Ich bin durch Hrn. W. G. Bickley darauf hingewiesen worden, daß die Radia 
komponente der Geschwindigkeit bei der Grenzgeschwindigkeit gleich der lokalen Schall 
geschwindigkeit ist. 

Wir haben nun gesehen, daß im einfachen Fall der Strömung in Spiralen, fi 
welche die Bewegungsgleichungen gelöst werden können, das möglicherweise erreich 
bare Geschwindigkeitsmaximum einen bestimmten Wert hat, der zwischen a und 


+ 


a ( -) "liegt und von den speziellen Randbedingungen abhängt. Wir haben also nac! 
\y 

gewiesen, daß es wahrscheinlich eine Grenze der Geschwindigkeit gibt, die von deı 
Randbedingungen abhängt, jenseits deren keine wirbelfreie Strömung existieren kann 
wir haben aber nicht erklärt, warum das Aufhören der Konvergenz in unseren ursprüng 
lichen Rechnungen, falls es seinen Grund in der Nichtexistenz von Lösungen hat, gerad: 
dann eintritt, wenn die Maximalgeschwindigkeit einen Wert erreicht, der so nahe be 
der Schallgeschwindigkeit liegt. Im Fall der Strömung in Spiralen kann die Maxima! 
geschwindigkeit beträchtlich diesen Wert überschreiten. Es ist daher wünschenswert, eine 
Strömung zu berechnen, die unmittelbar vergleichbar wäre mit jener um einen Körper, 
der sich in einer unendlichen Flüssigkeit bewegt, und zwar nach einer Methode, die allein 
durch Rechnung ermitteln kann, welche Grenzen für die erreichbare Maximalgeschwin 
digkeit bestehen, ohne sich auf Folgerungen zu verlassen, die aus dem Aufhören der Kon 
vergenz in einer Folge von sukzessiven Näherungen gezogen sind. 

Das Aufhören der Konvergenz ist offenbar mit den Bedingungen nahe beim Punkt 
der Maximalgeschwindigkeit verknüpft; bei wirbelireier Strömung muß dies an einem 
Punkte des Körpers eintreten, wo die Oberfläche konvex ist. Demgemäß habe ich ver 
sucht, das Geschwindigkeitspotential in der Nachbarschaft einer konvexen Oberfläche nach 
aufsteigenden Potenzen von x und % zu entwickeln, wobei der Nullpunkt auf der Fläche 
im Punkte der Maximalgeschwindigkeit liegt. Wenn die xz- und y-Achse Tangente und 
Normale in diesem Punkte sind, können wir eine Vereinfachung erzielen, indem wir die 
Strömungstvpen aufsuchen, die symmetrisch um die y-Achse sind. Wir werden die 
Körperoberfläche als Bogen eines Kreises vom Radius /? annehmen, dessen Mittelpunkt 
der Punkt (0, —R) ist. Der allgemeinste Ausdruck für das Geschwindigkeitspotential 
eines Strömungsfeldes von dieser Art von Symmetrie ist 


g=acr+bzytan+tgay+bay’+dary) 


(18). 
+ Glieder von fünfter und höherer Ordnung \ 
Die Koeffizienten müssen so gewählt werden, daß p die Gleichung 
= - Oo Ola? da Ola? i 
BA - De ML EN 0. 
Ox 0x Oy ey 


® 2 j Iq\? Oyp\? R ‚ 
befriedigt. Der Ausdruck (18) für p werde in | ") + ( ) eingesetzt und die so 
TB , ey F 
erhaltene aufsteigende Potenzreibe für g° ihrerseits in Gleichung (19), die dann nach 
aufsteigenden Potenzen von x und y entwickelt ist; die sich ergebenden Koeffizienter 
werden dann gleich Null gesetzt. Man findet, daß die Koeffizienten von y, x? und y 
verschwinden. Der Koeffizient von & ist 


a3 + 06)[?2a? —- (Y— 1) (a’—aN)]) 6a’; ab’ —0 . (20). 
Der Koeffizient von xy ist 
6b, |2a? — (Y— ı1)(a’— a?) -—6d, y+ 1)?’ — 1)! 


) 
— 2 +1), — Abi (Y+3) — Ab?’ —=0)\ er 
Glieder von dritter und höherer Ordnung in der Entwicklung von (19) enthalten nu 
Koeffizienten von Gliedern mit fünften und höheren Potenzen in der Entwicklung von 4% 
so daß (20) und (21) die einzigen Beziehungen sind, die befriedigt sein müssen, dami 
(19) bis zu vierten Potenzen im Ausdruck für g erfüllt ist. Schließlich müssen die Ko 
effizienten so gewählt werden, daß passende Randbedingungen befriedigt werden. 
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Wenn y der Winkel ist, den die Tangente an der Körperoberfläche in einem 
unkte (z,%) mit der &-Achse einschließt, dann ist 


Biueiuiet re rer eh 
\er nach Entwicklung nach Potenzen von x bis zu Gliedern dritter Orduung 
3 
x x 
ei — _ ee (23). 
5x R 2R 
ie Randbedingung an der Körperoberfläche ist 
Ir Op 
E/; 6 te nr ee 
Oy/ 0x 
ifferentiiertt man (18), setzt — x?/2% für Y% ein und entwickelt das Ergebnis bis zu 
‚liedern mit x°, so findet man 
de IQ ) 5 5 3 ) 2) 1 . 
Ip _ dr + br — a: b. a di ur. 2 10m 
Oy Ox a| y4 aR a,” Raı a, J 


er Ausdruck ist bei Gliedern in © und X’ abgebrochen worden, weil Koeffizienten von 
‚öheren Gliedern Koeffizienten von Gliedern enthalten würden, die von höherem als vierten 
ırade sind. Die Koeffizienten von x und x? in (23) und (25) werden einander gleich- 
esetzt 


b; 
u = —, , EN 
R aı 
| b,? 3a; b: ; / 
u FE ae er 0: 
2R’ 2a’R a,“ a,R a, 
Dies sind nun 4 Gleiehungen mit 6 Unbekannten. Die Geschwindigkeit am Nullpunkt 
ist aı. Sie mag als willkürlich angesehen werden, so daß damit eine neue willkürliche 


Bedingung angenommen ist. Wir wollen nun die Wirkung einer Begrenzung der Flüssig- 
keit finden, indem wir die Bedingung stellen, daß infolge der Nähe eines anderen Körpers 
‚der einer ebenen Wand die Krümmung der Stromlinien im Abstand Ah von der Ober 
läche verschwindet. Diese Bedingung kann erfüllt werden, indem man dgy/dy nach 
Potenzen von & längs y = A entwickelt und den Koeffizienten von x gleich Null setzt. 
Ks gilt näherungsweise 

b; + 203 h +09 b; h’—=0. r j } . . o . R (28). 


\!s Zahlenbeispiel wählte ich den Fall = '/, R, nahm eine Folge von Werten für a, =/V, 
’,ist die Geschwindigkeit an der Oberfläche) und habe die entsprechenden Werte von V,, 
ler Geschwindigkeit im Abstand Ah von der Öberfläche, wo die Stromlinien zu Geraden 
werden, berechnet. Die Ergebnisse sind in Abb. 3 dargestellt; man sieht dort, daß V, 
ein Maximum von 0,854a erreicht und daß größere Werte nicht möglich sind. Diese 
Grenzgeschwindigkeit von 0,854a im Abstand A von der Oberfläche ist verbunden mit 
lem Erreichen einer Geschwindigkeit V,—= 1,003a an dem Punkte des Feldes, wo sie ein 
\laximum ist. Es ist daher klar, daß es in diesem Fall eine Maximalgeschwindigkeit gibt, 
bei der wirbelfreie Strömung noch möglich ist und daß sie nahezu, aber nicht exakt, dem 
ersten Erreichen der Schallgeschwindigkeit an dem Punkte der konvexen Überfläche 
eines Körpers entspricht, wo sie ein Maximum ist. Soweit bestätigt also diese Näherungs- 
rechnung die Vermutung, daß das Aufbhören der Konvergenz bei den sukzessiven Nähe- 
rungen, das bei meiner mechanischen Methode auftrat, einer Grenze entspricht, jenseits 
deren wirbelfreie Strömung nicht mehr möglich ist. 

Ich habe noch andere Rechnungen an denselben Kurven durchgeführt; anstatt aber 
las Geschwindigkeitspotential von einem Punkte der Oberfläche aus als Ursprung zu ent 
wickeln, habe ich den Ursprung als symmetrisch zwischen zwei gleichen Kreisen vom 
‚egenseitigen Abstand 2h gelegen angenommen. In diesem Fall sind die Ergebnisse 
ıahezu dieselben wie früher, die mögliche Maximalgeschwindigkeit wird 0,855a, was mit 
iem Werte 0,554a, der nach der vorigen Methode erhalten wurde, verglichen werden kann. 
)ie Maximalgeschwindigkeit an der Oberfläche der festen Zylinder ist 1,025a, was mit 
lern nach der vorigen Methode erhaltenen Wert 1,003a zu vergleichen ist. 

Die in der eben dargelegten Ueberlegung angenommene Einschränkung, daß die 
{rümmung der Stromlinien im Abstand Ah von der Oberfläche verschwindet, scheint beim 
'rsten Blick so willkürlich zu sein, daß sie nur geringe Bedeutung haben könnte; aber 
ie in Abb. 4a, b, c wiedergegebenen Diagramme erläutern, wie man zu ihr kommt. 
\bb. 4a zeigt einen linsenförmigen Körper, der von Kreisbögen begrenzt ist und sich in 
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einem Kanal befindet, dessen ganze Breite die Hälfte der Oberflächenradien ist. Wen: 
wir uns vorstellen, daß Luft durch den Kanal geblasen wird, so wird sie die Maximal 
eeschwindigkeit an der gekrümmten Fläche erreichen, wo der Körper seine größte Dick 
hat. Es handelt sich also um die Frage: welches ist die Maximalgeschwindigkeit, b« 











ee 



























Abb 


der Luft die so aufgebaute Anordnung passie PR | 
ren kann? Abb. 4b zeigt, daß das Problem 
identisch mit dem einer Luitströmung zwi- 
schen zwei gleichen Kreisen ist, die im Ab- Luftströmung an gekrümmten Flächen 
stand von '/a /? voneinander sich befinden. bei hohen Geschwindigkeiten. 
Abb. 4c zeigt die Stromlinien. 


Abb. 4a, b. e. 


9. Grenzen der Maximalgeschwindigkeit bei Luftströmung um einen 
Kreiszylinder. Die eben beschriebenen Näherungsrechnungen haben verschiedene Nach 
teile, von denen einer der ist, daß das übrige Feld fern von dem Punkt, wo die Maxi 
malgeschwindigkeit erreicht wird, nicht in Rechnung gezogen ist. Bei der Suche nach 
Fällen, bei denen dieser Einwand nicht erhoben werden kann, wurde ich darauf geführt, 
die wellenähnlichen Störungen zu betrachten, die als Ueberlagerung einer reinen Zirku 
lation um einen kreisförmigen Kern bestehen können. 


Die Bewegungsgleichungen vereinfachen sich etwas, wenn man sie in einer dimen 
sionslosen Form schreibt, indem man die Einheiten von Länge und Geschwindigkeit so 
wählt, daß sowohl die (Geschwindigkeit des Schalles gleich der Einheit wird, wie auch 
der Radius, an dem die Geschwindigkeit den Wert der Schallgeschwindigkeit annimmt 


Wenn man Polarkoordinaten verwendet, kann die Bewegungsgleichung geschrieben 
werden: 


?—(- )(?—-29—1)29= 
1 op oO 2 O0PpO ,5 . DO 0 | 
— (g’— 29)+ q’— 2 — (q° 2 ( ee ° 
3539999 ) 3,5,\9 FT) Ay J ! 


Das Geschwindigkeitspotential bei der ungestörten Bewegung ist y=%; für die 
gestörte Bewegung nehmen wir an 
G == 3 + 4A IE Aue Erz » ) (30), 


wo das zweite Glied klein ist. Setzt man diesen Ausdruck in (29) ein und vernachlässigt 
Glieder in A’ gegen solche in A, dann erhält man 

os j | 4 ER \ 6 ir „\ 7. Pr. _ Fi nr‘ Rn; 

f (r)i(r+0)-06 I) 7) +f (r)((y+ 1) 3)” 


\ 


+f(r) Im?’(y+ I)r' + |— m’(y+1)+4ım n)— 2n?} == U) u 
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10. Fall stationärer Bewegung. Im Fall, in dem die gestörte Bewegung 
ationär ist (n= 0), kann die Lösung von (31), die für r—= = verschwindet, als Reihe 


der Form Ie()zr" +ArT’+... +Ammir... 2.0.0.0. (82) 
ngesetzt werden; die Rekursionsformel lautet 
(+1) [(m +28)? — m?) 4,= 
—= 4-ı [m + 2s)’(Y+1)+( —4y) (m +2)+4y— 8 —m’(Y+1)] (33). 


A: v— 1 Pr ; h z 
. der Grenzestrebt —, BR er, so daß die Reihe konvergiert, vorausgesetzt, daß 
1 y — 
/ ey 1 | u 7 . - . [} } L) 
r (‘ ) . Der Wert von r kann in keinem Fall kleiner sein als dieser Ausdruck, 
e 


1/, 


.) einer Geschwindigkeit (? — -) “a entspricht, welche die Grenz- 
> y+ 


reschwindigkeit ist, bei der Druck und Temperatur Null werden. 
Numerische Werte 
für die Koeffizienten sind | | PER Se 
in drei Fällen berechnet m) | / | | | | | 
worden, nämlich für n=2, F | | | | 
| und 10. Diese sind in .. mn we > | | | | 
Abb. 5 durch Kurven dar- | IN me | 
gestellt worden, die die | d AN | | | | 
Werte von f'(r) geben, das || 
der Radialkomponente der ost I 1 SR | } 
Geschwindigkeit proportio- STH mm Ds 
nal ist. Man sieht, daß in A >} mia | 
ka nn für 0 r-06za|r 078 20872 - Tb N Eatpei une 
. 05 06 orlos 03 m 11 172 13 1 15 16 17 718 19 20 
einen Wert von r, der (RReS7E r 
kleiner als 1 ist. Dieser 
entspricht bei dem System Abb. 5. 
der angenommenen Ein- Radialkomponenten der Geschwindigkeit bei Störungen für 
heiten einer Geschwindig- m= 2, 4 und 10. Die Punkte EB beziehen sich auf m= 10 
keit, die größer als die und wurden nach einer für große Werte von m gültigen 
Schallgeschwindigkeit ist. Näherungsmethode berechnet. 
Dann fällt sie schnell auf 
Null ab. Die größte Wurzel der Gleichung f' (r)—0 wächst mit m und ist 
0,622 für m=2, 0,748 für m—=4 und 0,836 für m = 10. Benutzt man Näherungs- 
gleichungen, die für große Werte von m gültig sind, dann kann man zeigen, daß die 
größte Wurzel von f'(r) =0 immer kleiner als 1 ist, aber mit m > » gegen 1 strebt. 
Im allgemeinen müssen die Störungen durch eine geeignete Wellung des inneren 
festen Kernes hervorgebracht werden. Zum Beispiel kann der Kern schwach elliptisch sein, 
dann ist m —= 2. Man sieht, daß in diesem Fall in dem Maße, wie die Größe des Kerns ab- 
ıimmt, die Geschwindigkeit folglich wächst, die Wirkung einer gegebenen Elliptizität zunimmt, 
bis beim Radius 0,622 in unseren Einheiten (d. h. wenn die Geschwindigkeit an der 
berfläche den Wert 0,622"!a—= 1,61 a erreicht) die Wirkung einer beliebigen, wenn auch 
xleinen Elliptizität eine sehr große Störung hervorbringen muß. Mit anderen Worten: 
eine stationäre Welle vom Typus m= 2 kann an einem kreisförmigen Kern existieren, 
wenn die Geschwindigkeit an der Oberfläche den Betrag 1,61 a erreicht. Wenn die Ge- 
chwindigkeit an der Oberfläche nur wenig größer als die des Schalles ist, dann besitzt 
‘er Wellentypus, der durch eine unendlich kleine Wellung der Öberfläche hervorgebracht 
‘erden kann, eine sehr kleine Wellenlänge. 
Die wirbelfreie Strömung in der Nähe einer Gegend mit Maximalgeschwindigkeit 
n einer konvexen Oberfläche ist nahezu identisch mit der Zirkulationsströmung um einen 
ıreis von gleichem Krümmungsradius. In dieser Gegend können also Störungen erwartet 
erden, sobald die Geschwindigkeit die des Schalles erreicht; aber sie würden dann fast ganz 
uf die Schicht beschränkt sein, in der die Geschwindigkeit sehr nahe der des Schalles 
eich ist. Man kann erwarten, daß diese Schicht sehr dünn ist, weil, wie wir gesehen 
aben, wirbelfreie Strömung wahrscheinlich dann unmöglich wird, wenn die Geschwindig- 
it dort, wo sie ein Maximum ist, die des Schalles um wenige Prozente übertrifit. 85 
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Biegungsschwingungen mit Berücksichtigung der Stabmass: 
und der äußeren und inneren Dämpfung. 
Von K. MUTO in Tokio (Japan). 


ch habe früher die Theorie der gedämpiten Schwingung untersucht, um die Schwingungs 
erscheinung der Konstruktionsteile zu erklären, welche der Erdbebenwirkung unte: 
worfen sind. Die von mir erhaltenen Resultate stimmen jedoch mit denjenigen von 
Herrn Holzer!) nicht überein. Bei Verfolgung seines Aufsatzes habe ich darin manch: 
Stelle gefundenr, die ich wohl als Fehler annehmen darf. Sie bestehen im folgenden 
Herr Holzer hat den Einfluß der inneren Reibung ‘auf den Widerstand des 
unvollkommenen elastischen Körpers nur für den Fall der Querkraft berücksichtigt, aber 

nicht für den Fall des Biegungsmomentes. 
Um dies klar zu stellen, werde ich im folgenden meine Abhandlung entwickeln : 


1. Schwingungsgleichung. Die Schwingungsdämpfune wird durch die innere 
und äußere Reibung hervorgeruien, und zwar die äußere Reibung durch das umgebende 
Mittel, wie es auch von Herrn Holzer erwähnt wurde Die Richtung dieser äußeren 
Reibung ist der Richtung der Geschwindigkeit der bewegenden Masse entgegengesetzt 
Die (sröße ist eine Funktion der Geschwindiekeit und wird für die mathematische Be 
handlung der Einfachheit halber als linear angenommen. 
dy 
dt’ 
welcher durch die Gestalt des Stabes bestimmt wird. Die innere Reibung wird ebenfalls 

als lineare Funktion der Deformationsgeschwindigkeit 


Wir setzen also die äußere Reibung gleich — r, wobei r, ein Koeffizient ist 




















AB angenommen. 
= L = — una Ist die Deformation & statischer Natur, so ist die 
En ne Spannung gleich Ke, wobei E der Elastizitätsmodul ist. 
' dr Wenn aber die Deformation mit einer Geschwindigkeit 
Y de/dt vor sich geht, so wird die Reibung um die 
A 8 (sröße r,-E-de/dt zunehmen. Hierbei ist r, ein Koefii- 
Mm M zient der inneren Reibung. Wir haben also die resul- 
(5% hy} 9 tierende Spannung 
en E (& + 2) = E (' +2 .) .. 3 0) 
(RA67 21] _ -AX —o dt dt 
| | Die so entstandene Beanspruchung bei der Deforma 
Abb. 1. tionsgeschwindigkeit de/dt ist gleich wirkend wie das 


1+r,d/dtfache der statischen Kraft. 
Die Kräfte, welche auf den kleinen Teii dx wirken, werden in Abb. 1 gezeigt 
Bierunesmoment des Querschnittes 


2 
M=--Eylitn | I 
of x’ 
f re O2y Od Oy 
we 2 (\+n,)3+EJ(1 0) | 
[5 J 4 O4 or ( -: Oft Zz IT 
Querkrait des Querschnittes 
. os . Od y 
Na nd 4 I 1 1 + N; , 
91/0? 
oO 03 re a) 
S=-—EJ(I+n,)—. — E4 (1 +n..), de. 
\ 0/9 r° 3t/ 9x! 
oz 
Trägheitskräit des Teilchens — u - v Az. 
6 f? 
w ı)3 
Trägheitskraft durch Winkelbeschleunigung — - . ‚n 3 d 
g ( Ox 
Moment durch SS Sdx. 
)) 
Aeußere Reibung — r, S dx. 
( 


I) Diese Zeitsehr. Bd. 8 (1928), S 272. 
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hierbei J= Trägheitsmoment des Querschnittes in cm, 


F — Fläche des Querschnittes in em’, 

S —= Querkrafit im Querschnitt in kg, 

Yo = Gewicht der Raumeinheit in kg/em’, 

g = Erdbeschleunigung in em/sec’, 

u — Masse der Längeneinheit = Y0/g F kg/em. 


Wir haben dann zwei Gleichungen für das Gleichgewicht: 


a Sı Oy %y | 
ia —r — u IE BEE VE 
Öx ” wir f o# ( )y 
‚ 7 0°y 9 0 _9°y ’ Zr 
E J ö d x + "; E J d A F — — np d x = 0 . . (3). 

0# Ox* g oROx 
Wir differenzieren die Gl. (3) nach & und eliminieren S mittels der Gl. (2): 
c)4 0dg Iy Ö2 y yo Oy 

EJ—a EI dern dd > —- ey dz=0 (4). 


Das letzte Glied der linken Seite ist gegenüber den anderen vernachlässigbar klein. 
Wir haben dann Gl. (5) 


0% y ‚Oy oO J $ 
un ’e + 6 (1 Vi ) ? == U . . . . ° ° . (5), 
5er O4 Ox' " '. I 
hierbei 
ar E 
u, 2 | se I, u 


[2 dA 
Die von Herrn Holzer erhaltene Gl. (1) unterscheidet sich von Gl. (5) dadurch, 
daß in (1) das Glied r,; fehlt. Die Fehlerfolgen werden durch Vergleichen mit meiner Ab- 
handlung klargestellt werden. 


3 
, r oJ U 
Die Querkraft durch die innere Reibung, die Herr Holzer gleich EJ Try an- 
( ( = 
ty 
senommen hat, müßte eigentlich der Größe EJ pe gleichgesetzt werden. Ferner hat 
OLTOXxX 


er die Biegungsmomente durch innere Reibung übersehen. Dies hat zur Folge, daß ia 
(41. (5) das Glied der inneren Reibung jehlt. 

Im folgenden wollen wir freie und erzwungene Schwingungen eines Stabes unter- 
suchen, dessen Querschnitt gleichmäßig ist, wobei außerdem r, und r; konstant sind. 


2. Freie Schwingung. Wir setzen 


yz=u’g Bene > rhig at + 
hierbei u —= Eigenfunktion (Normalfunktion), 
q = Normal-Koordinate. 
Die Gl. (5) wird umgefiormt: d'u 
) N 
Er. a+raq (8). 
“ o(g+rig) 
Wir setzen nun die beiden Seiten der Gl. (8) gleich m*#/l*, Hierbei 
m = Frequenz-Parameter, 
! = Stablänge. 
du m 
Tagen a ee ee (9), 
d®q dgq 
+ zent. ce A 
di? dt 
rbei 4 | 
ierbei PR 2 den +rın’ Be it 


mi: 
ie Lösungen der Gl. (10) und (9) sind wohl bekannt. 


uw=4M (cos — +.Cos ") + B! (cos >! 08 *) 


I l I I (12) 
ı(.:. Mix MX (mx MX \ 
+6, (sin f + Sin )+D. (sin Sin ) | 


(nach Lord Rayleigh), 


37% 
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g=edst(A,con,t+Bsinnt) .-. .». » » 2. » (13a). 

DEE: an ne er A: 

g=e°s'(4Coss,t+BSinst) - - -» .» : ...(13b). 

„— V8,: BE nt ee A 


wobei s — ÖOrdnungszahl der Oberschwingungen. 

Die Verhältnisse zwischen den Integralkonstanten A,, B., C) und D, untereinande: 
und der Wert m, werden durch die Randbedingungen bestimmt werden. (13a) entsprich 
der gedämpften Schwingung und (13b) der aperiodischen. 4, und B, sind durch Anfangs 
bedineungen bestimmt. Wie es durch die Gl. (11) ersichtlich ist, ist ö, eine Konstantı 
welche durch die Reibung bestimmt wird. Wenn es sich nur um die äußere Reibung 
handelt, so ist d6, von der Ordnungszahl unabhängig. Handelt es sich aber um die inner: 
Reibung, so ist d, von s abhängig und zwar in der Art, daß Ö, mit der zunehmenden 
Ordnungszahl größer wird und auch die Dämpiung größer wird. Infolgedessen er 
weist sich die Oberschwingung im Bereich der Gl. (14b) beim Vorhandensein der inneren 
Reibung aperiodisch. 

Wir betrachten nun einen Stab, welcher an der Stelle & = 0 befestigt ist und am 
anderen Ende & =! eine Masse M trägt. 

Die Randbedingungen sind folgende: 


du Pi du ” 
z=0 u=0 (15-1), z=0 =0 (15—2), el —=0 (15—3) 
dx dx“ 
(unter Vernachlässigung des Trägheitsmoinentes und Momentes durch innere Reibungen) 
i 03 ı ah 2 re) 
ne E ( y + 1; y ,) — (7: Y + u Ne o r . . . (15—4). 
Ox3 0t0x° 0 Of 


Hierbei bedeutet er. den Koeffizienten der äußeren Reibung in bezug auf die Masse M. 
(15—1) und (15—2) geben A= (—0. 


Durch (15—3) bekommt man 





— (cos m, + Cos m,) B’ — (sinm, + Sinm) D’=0 . . . (16-1). 
Aus (15—4) ergeben sich im allgemeinen komplizierte Gleichungen. Für den Sonderfall 
“” pr bekommen wi 
.e beko en wir 
M 
d?q: daq: 
; “+n7 
Ps d’ Be; M u dit“ dt _M m“ u (16 2) 
d® EJ dag: u Je Tr \ 
rn 
‘ dt 
vermittels der bereits aufgestellten Beziehung. 
Wir bekommen also 
\ . 2a , an ) m,’ | 
(sin m, — Sin m.) B, — (cos m, + Cos m,) D, 
1 
ıM( (17). 
m Y ) f _: r 
nn go m, — Uos m.) B, + (sin m, + Sin m,) D.\ \ 
u 


Die Randbedingunge (16—2) kann für die Fälle, wo innere Reibung reichlich vor 
handen ist, den tatsächlichen Verhältnissen entsprechen. 
Durch (16—1) und (17) ergibt sich die charakteristische Gleichung 
1 + eos m, Cos m; 


\ z= Y mM; i . . ° j : e (1 8), 
sin m, Üo8 ms — cos m, Sin m: 


wobei ist 
M M 


u ul _ die gesamte Masse des Stabes 


ae 


Das Verhältnis zwischen B/’ und D, wird durch die Gl. (18) bestimmt. Sodann werden 
sowohl die Eirenfunktion als auch 6, und », bekannt und die freie Schwingung wird voll 
kommen bestimmt werden. 

Aus Abb. 2 ersieht man die Beziehung zwischen Y und m, bei ersten, zweiten und 
dritten Eigenschwingungen. 
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ind Me: —,— 
13a) Setzt man B’/=1 ein, so bekommt man 
D! cos ms + Cos ms 
rn . 
14a). sin ms + Sin m. 
13b). Sodann ergibt sich die Eigenfunktion: 
mi X . mix c08 mı + Cosm ._Mı X er 
14b) u—= (cos — (os ) .— (sin u ) + » 180) 
’ I l sin ms+ Sin m; I 
nd die allgemeine Lösung der freien Schwingung: 
nandeı . BR 0 UX 8 MX 
sprich Bd 2“ 9: — ia c08 l — LOB l [ 
nfangs A gi ; ' (21) 
4, cosm, + Cosm . _ Ms X .:,, Ms x 5 
stante — —— (sin A Sin N .e»t (A,cosr,t+B,sin»,t) \ 
eibun» sin ms + Sin m: N 
inner: |, und B, werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt. 
enden u 
en er t —— 0 , U — Yo “ di = Yı . . . . . o . (22 ), 
nneren l M , M. \ 
/yrw.dx+ z (yo), _ (w),_, /yrwdx+ z (yo), — (ww). ; N 
nd am ER | ‚, B=:! Fi (23), 
 . M D) Ei M 9) / "s 
/u?dx+ - (w),_; ı,5/u’dı+ (uw), ıL 
0 4 Ehe () Ik \ 
3) Dämpfungskoeifizient k, und Periode 7, sind daher: 
)t ) 1/o $n2 IE ZZ 7 2 
ıinoen | k, = (y — = eds ff — e /2 ıfa ri + re f 'f u — — ? . ’ (24). 
“ (y.)ı + T, "s } n2 — 02 
“ Auf diese Weise kann man die 
4). A. DE A Eee Me EEE YO 4% 35 Ir 
Zar 2 7 u Eigenschwingung untersuchen. 
se M. | | we ZT Beispiel: Verwenden wir 
7 die obige Abhandlung in dem 
/ " P 12,5 ' 
-1) A 1 fl r ee 
” 12 
lerfall 4 
Rz | + ML 3 u 7,5 
1 7 4/7 | 
z 2) " 1 7 | 
& \ —185 
—— | | 
3 5 6 m 8 
RRe7Z3] 
17). Abb. 2. Abb. 3. 


Holzerschen Beispiel, so erhalten wir: 

ı vor F=0,68cm’?, !=21,1lem, M=33,0:10"*kge em"'s’, E=2,0-.10°kgem”’, J=0,0115cı 
Yo/g = 8,0-:10"®kgem”!s, m 5,44:10-°kgem”?s?, y— 0,288. 
In Abb. 2 sind mı, ms und m; wie folgend: 


—- 


l, 


8) | m, = 1,6, m == 4,2, mM = 7,2. 
odann lassen sich Frequenzen und Eigenfunktionen ermitteln: 
n, = 3,74 10% u Nn3 — 25.7:-10s! n= 75.5 - 10* 8° 1 
9). 1.6x 1,6x 1,6x 1,6x 
& (cos — (os — 0,755 (sin — — Sin - 
. I | I I I 
>raen ‘ ‘ ‘ 6 
4,2x BR u 5» 
voll U = (cos —— — Cos ) — 1,009 (sin — Sin ) 
I I I I 
7,2x ‚.. T,2x ER: . 1,2x 
ı und 1; — (cos - - Cos ] ) — 0,999 (sin ms sin ) 


Ergebnisse sind in Abb. 3 ersichtlich gemacht, 
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3. Erzwungene Schwingungen. Nachdem wir die Eigenschwingung ermitte] 
haben, können wir ohne besondere Schwierigkeiten in die Ermittlung der erzwungene:ı 
Schwingung eingehen. Nur ist es ‚bei dem Fall etwas umständlich, wenn man dii 
erzwungene Schwingung eines Bauwerkes behandelt, welches einer Erdbebenkraft unter 
worien ist. 





Wir wollen nun den von Hrn. Holze:ı 
behandelten Fall betrachten, bei dem di: 
Zwangskrait P an dem am oberen freien 
Ende des eingespannten Stabes angehängten 
Maße wirkt. Für diesen Fall können wir 
die Lagrangesche Methode ohne weiteres 
benutzen. 

Wir setzen 











(24), 
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Die 


TE ERT 057 


Ina 


line Napı - Poriod t 0.08 seo. 


Abb. 7. 


Abb. 9. 


partikuläre Lösung wird wie folgt gegeben sein: 
Ba. 
dt 


+26, 


da: 


dt 





2 Ur —— ıP 
+ nn," = ee. 


( 
u/u?dx + M (w)®:r 
0 
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Bezüglich der partikulären Lösung für eine beliebige Zwangkraft P, vergl. Lehı 
| bücher, z. B. Lord Rayleigh: Theory of Sound, London 1926, 8. 74. 
ä a . . . R 
| Im Fall einer harmonischen Kraft P= P,cospt erhalten wir: 
d’g: z da > PN 
| > 20 +n’=ap’cospt. -» » -» 2... (26), 
dt? ' di di I 
| hierbei ist 
H 9 (U.)z —ıPp f —‘\ 
| a0,p’= u E20 (27 ). 
u/u?dx+M (w): = l 
| Ü 
\ | Die partikuläre Lösung ist: 
9: Od, 0; COS (pt — @),) i ; . . ’ . . (28), 
| | hierbei 
H | 1 2% a . 
4 o.= BG, tan! 7 ,,,,.. (8) 
N \ |(y har 1)° +42 g.° y“—1 
| . = Tla Ö, 
| darin ist y= u „= : 
i i p na 
\ | . . . .. Bas m \ u . . 
j Die Beziehung zwischen e, und %, (Dämpfungskoeifizient) und diejenige zwischen 
4 @%, und #, sind in Abb. 4 und 5 ersichtlich. 
Die partikuläre Lösung der erzwungenen Schwingung ist daher: 
[6 e) 
| y=:ao.weos(pt—®) . -». .» 2 2.2. 0. (80). 
i 1 
| 
| 
i} 
i 
| 
\ 
| 49 
j 
. h 
ı i 
| 
f 
1 Abb. 10. 
ı 
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ö 
, 
| 
j 
i 
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\ Abb. 11, 
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Um die allgemeine Schwingung zu erhalten, hat man überdies die freie Schwin- 
ung zu überlagern, und zwar mit Berücksichtigung der Anfangsbedingungen. 

Wie man in (27) ersieht, nimmt der Wert von a, mit zunehmender Höhe der 
schwingungsordnung ab. e, stellt die Empfindlichkeit gegen die erzwingende Wirkung dar 
ınd wird durch das Verhältnis der Periode der Zwangskrait zu der Periode der 
jieenschwingung bestimmt werden. Je näher die beiden einander stehen, desto größer 
wird das Verhältnis. Als Grenziall kommt Resonanzerscheinung vor. Der Einfluß der 
)ämpfung kann bei einer Resonanzerscbeinung sehr deutlich beobachtet werden. Mit 
;unehmender Dämpfung wird die Empfindlichkeit abnehmen. 

Die partikuläre Lösung der erzwungenen Schwingung begreift bekanntlich, wie 
nan auch aus der Formel (30) ersieht, viele Kurven der Eigenschwingungen mit ein, 
ieren Perioden denen der zwingenden Kraft sehr nahe stehen. 


4. Zahlenbeispiel. Bei dem Holzerschen Beispiel haben wir 
p = 430 5"! und 91=11l, mM=76, NM 222. 
Bei kleiner Dämpfung, wie es meistens der Fall ist, können eı, &, &, ©, © und ©; 
wie folgt angenommen werden: 
eg —=0,008, & = 0,0002, & = 0,000 02 und 9 —=0, 0, 9% =0. 


Die partikuläre Schwingungskurve bei einer erzwingenden Kraft steht sehr nahe 
mit der Grundschwingung. 

Es wäre sehr interessant, auch die Dämpfungserscheinung im engen Zusammenhang 
mit der vorliegenden Theorie auch experimentell zu erforschen. 

Der Verfasser beschäftigt sich zurzeit mit den Versuchen mit Holzbalken, Holz- 
ijachwerken und Eisenbetonbauteilen, und zwar in bezug auf freie und erzwungene 
Schwingungen. Die erzwungene Schwingung entspricht dabei der Erdbebenwirkung. 
In Abb. 6 und den weiteren Abbildungen 7 bis 11 sind die Versuche gezeigt. 67 


Liegt die Stelle der größten Beanspruchung an der Oberfläche? 


Von &. POLYA in Zürich. 


ür eine harmonische Funktion, d. h. für die Potentialfunktion eines wirbel- und quellen- 

freien Vektorfeldes gilt bekanntlich der Satz, daß Maximum und Minimum auf der 

Berandung liegen. Genauer gesagt: Der größte Wert, den die harmonische Funktion 
in einem abgeschlossenen Teilbereiche des Feldes annimmt, wird an der Oberfläche des 
Teilbereiches angenommen, und zwar nur an der Oberfläche, nicht auch im Innern, 
abgesehen vom selbstverständlichen Ausnahmefall, in welchem die Funktion konstant ist. 
Ks wäre von Interesse zu untersuchen, ob auch andere mit den Dififerentialgleichungen 
der mathematischen Physik verknüpfte Größen ein analoges Verhalten zeigen. Das 
nächstliegende Beispiel ist der Betrag der Feldstärke in einem wirbel- und quellenfreien 
Feld; es ist bekannt'!'), daß das Maximum der Feldstärke notwendigerweise auf der Be- 
randung liegt, das Minimum hingegen nicht. Jedoch liegt auch das Minimum der Feld- 
stärke auf der Berandung unter gewissen Bedingungen, und zwar lauten diese Bedingungen 
jür räumliche, dreidimensionale Vektorfelder etwas anders als für ebene, zweidimensionale, 
wie ich es unter 5 zeigen werde. 

Besonders interessant scheint mir die Fragestellung in der Hlastizitätstheorie zu 
sein ?). Ein homogener, isotroper, fester Körper befindet sich im elastischen Gleichgewicht 
unter der Einwirkung beliebiger Oberflächenkräfte, bei Abwesenheit von Volumkräften; 
er wird auf verschiedene Arten »beansprucht« und für jede Beanspruchungsart kann man 
sich die Frage vorlegen: Liegt die Stelle der größten Beanspruchung in der Oberfläche ? 
\Ian kommt auf diese Frage von der Beobachtung ausgehend, daß die Brüche einge- 
spannten Materials häufig an der Oberfläche beginnen. 

Es steht also zur Untersuchung die Lage des Maximums für eine mannigfaltige 
keihe von Größen. Es kommen insbesondere in Frage: Die Stelle der größten Tangential- 
Schub-)spannung und die der größten Zug- oder Druck- oder überhaupt Normalspannung, 
'erner die Stelle der größten Volumdehnung, die der größten Gestaltsänderungsenergie 


) @. Kirchhoff, Mechanik, 4. Aufl. (Teubner 1897), S. 186 bis 187. 
2) Allgemeinere Ausführungen hierüber fand ich nur bei Ernestina Allara, Rendiconti d. Cire. 
!atematico di Palermo Bd. 46 (1922), S. 249 bis 258. 


EEE TEE ET ER EDEEUDTOEETEEETT 5 FE 


TEEEEDLERZLELE LETTER 





EEE ETEEEET WFT TERERBPL 


TREE TETLTET EEEUETEREEE ERZTEUN REN SE 





ET 
































1 
| 
i 








ERTEEDETEREN 1 ELETEET EETL E 











nn 


nn ne au Zee 


En 


DIT u ruhe Een 


te en EEE 


in mike hr a Kin rar: ri sn ee en © 


a EEE ENTE en Fi 


DER Wen a. ie 





> - Ztschr. f. angew. 
354 Pölya, Die Stelle der größten Beanspruchung Math. und Mech. 


und diejenige der größten Spannungsenergie überhaupt. (Die Spannungsenergie kann in 
zwei Teile zerlegt werden; der erste hängt nur von der Volumdehnung, also von der 
Summe der drei Hauptspannungen ab, der zweite nur von der Quadratsumme aus den 
Differenzen der drei Hauptspannungen: Der letztere Teil wird passenderweise als Ge- 
staltsänderungsenergie bezeichnet').) Man kann schließlich, wenn dies auch weniger 
Interesse hat, auch die Formänderungsgrößen ins Auge fassen und die Stelle der größten 
Verschiebung sowohl wie die der größten »Verdrehung« suchen. 

Ich werde zunächst, in Nr. 3, eine Klasse von Fällen aufweisen, trefiender gesagt, 
eine nicht zu enge Klasse von partikulären Lösungen der Differentialgleichungen des 
elastischen Gleichgewichts angeben. in denen all die genannten, für den Spannungs- 
zustand charakteristischen Größen ihre Maxima auf der Oberfläche erreichen. Aber im 
allgemeinen Fall ist die Antwort im wesentlichen negativ, vergl. Nr. 4. Zwar liegt das 
Maximum der Volumdehnung, wie übrigens auch das der Verdrehung, notwendigerweise 
in der Oberfläche, aber die Maxima der interessanteren Größen, der Normal- und der 
Tangentialspannung, der Spannungsenergie und der Gestaltsänderungsenergie können 
sehr wohl im Innern liegen und auf der Oberfläche nirgends auftreten, und ebenso steht 
es, nebenbei gesagt, mit dem Maximum der Verschiebung. Vom phvsikalischen Stand- 
punkt aus mag dies etwas enttäuschend klingen, aber vom mathematischen Standpunkt 
aus ist das Resultat ziemlich verständlich: Notwendigerweise in der Oberfläche liegen 
die Maxima nur von solchen Größen, die harmonische Funktionen oder aus harmonischen 
Funktionen einfach zusammengesetzt sind. 

1. Maxima von Kombinationen harmonischer Funktionen. Ich schicke 
einige Hilfssätze voraus. Sie sind zwar aus wohlbekannten neueren funktionentheoretischen 
Untersuchungen ?) ohne weiteres zu folgern, es wird aber wohl angebracht sein, sie an 
dieser Stelle unabhängig zu beweisen. 

I. Wenn die Funktion f(xz,y,z) der Ungleichung 

d= 2< RT 
x Oy® Oz‘ 
genügt, so liegt ihr Maximum auf der Berandung. 

Wenn Jf>0 ist, ist der Satz leicht. Denn eine notwendige Bedingung dafür, 
daß f (21, y1,2ı)=fı größer sei als alle Werte, die f in einer gewissen Umgebung des 
Punktes %ı, yı, 2ı annimmt, ist bekanntlich 

en Of ef. 
0 . 4 = 0 .) 0 
6), ’ (a, (> 1 
Diese Bedingung kann, wegen (If), > 0, in keinem Punkt erfüllt werden; daher muß 
das Maximum erreicht sein in einem Punkt, von dem keine volle Umgebung zum Bereich 
gehört, in einem Randpunkt. 

Wenn aber bloß 4f=0 bekannt ist, versagt der Schluß: Es könnten ja alle drei 
2-ten Derivierten verschwinden?). Man schließt dann so: Es sei fi der größte Wert der 
Funktion f auf der Berandung, fo ihr Wert in einem inneren Punkte %o, %o, 20 und 
d die größte Distanz des Punktes &o, Yo, 2 vom Rand. Man setze 

9 (2,Yy,2)=f(x,Y,2) + E[(x — on) +(y — y)+ (2 — 2%)?), 
wobei & eine positive Konstante ist. Da 
Jyo= Jf+sEeZ6€E.>0 
ist, erreicht die Funktion 9, nach dem Gesagten, ihr Maximum in einem Randpunkt 
23, Ya, 23; bezeichnen wir es mit 93. Es ist also 
= <mZzft ed? 
läßt man € gegen 0 streben, so bleibt /% — fı übrig, w.z.b w. 

Das Bewiesene kann man offenbar auch so fassen: Wenn in einem wirbel- 

treien Feld alle Quellen positiv sind, so liegt das Maximum, wenn sie alle 


I) vergl. z.B. v. Mises, diese Zeitschr. Bd. 8 (1928), S. 161 bis 185, insbesondere S. 169 ff. 

?) Vergl. F. Riesz, Acta Mathematica Bd. 48 (1926), S. 329 bis 343 und P. Montel, Journal 
de math. pures et appl. Bd. 93 (1928), S. 29 bis 60. Vergl. auch G. Pölya und G. Szegö, Aufgaben 
und Lehrsätze aus der Analysis (Springer 1925) Bd. I, S. 142 bis 143, Nr. III 299 bis 302 und S. 145, 
Nr. III 319. 

3) Dies wurde häufig übersehen. Um nur ein klassisches Werk zu zitieren, vergl. Maxwell, 
Electrieity and Magnetism (Oxford 1881) Bd. I, S. 157. 
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eeativ sind, so liegt das Minimum, wenn sie verschwinden, soliegtsowohl 
as Maximum wie das Minimum des Potentials auf der Berandung. 
 * 4 v . . * * . 7 2 
II. Sind U, V,... Win einem Bereich harmonisch, so erreicht U’+V 
.+ W* das Maximum auf dem Rande, und zwar nur da, abgesehen vom 
rsiehtlichen Ausnahmefall, in welchem U,V,... Walle konstant sind. 
Ich gebe verschiedene Beweise, führe aber nur den letzten soweit durch, daß 
uch der Zusatz »nur auf dem Rand« mithewiesen wird. 
1. Es ist, da JU=0, 
r. OU,’ UN: oU1?] \9 
40?=2|| +( + ( ) |= 2 (grad D)*, 
\0x Iy ‘oz J = 
J(U?+V°?’+...+ W°) = 2[(grad U)’’+ (grad V)”’+...+(grad W)? = 0, 
somit der Hilfssatz I anwendbar. 


2. Es seien Us, Vo, :.. Wa die Werte von U, V,... W in einem inneren Punkt %,, 
Yo, 20: Die Funktion U U+VsV+...+MWoW ist, als lineare Kombination harmonischer 
Funktionen mit konstanten Koeffizienten, wieder harmonisch, erreicht also ihr Maximum 
in einem Randpunkt, sagen wir in %, Yı, 21. Es ist somit 
(HU+MV +... + MW) (YU+NMV+...+W W)ı 
Ur -+Vo’+...+ Wo’ U, UL + Vo Vı +... +Wı Wı 


VUV:+ \o°’+ ...+ Wo‘ VO?’+ Vı’ +. ..+ W,? 


nach der bekannten Cauchvschen Ungleichung '); es ergibt sich weiter, durch Division, 


‚W+Vt+...+ W'S/U’+Vı’+...+ WM’. 

3. Es sei r der Radius einer Kugel X vom Zentrum %o, %, 20, die ganz im be- 
trachteten Bereiche liegt. Es ist bekanntlich, die Integration über die Oberfläche von X 
erstreckt, 

ER | Vaf. 
nr, 

Aus der bekannten Schwarzschen Ungleichung, die die Uebertragung der eben 
benutzten Cauchyschen in die Integralrechnung bildet?), erhält man 


Garne (/vaf®?</U:af.Saf=ıanr/ UVraf, 
abgesehen vom Ausnahmefall, in welehem U auf der Kugel K (also, überhaupt) konstant 
st und offenbar Gleichheit eintritt. Sind also U,V,...W nieht sämtlich Konstanten, 
so folgt 


U, +Vo’+.i..+ WM’ < r | IU?-V7’+-...+ w:idf, 
Es 
das Maximum von U?+V°+...+ W* liegt sicherlich nicht im innern Punkt xo, Yo, 2o. 
Jetzt ist II voll bewiesen. 
III. Sind a, Konstanten, I ax %% eine positive quadratische Form 
; ik 
und U,,Üs,...U, harmonische Funktionen, so erreicht die Funktion 
g=L au U; Ur 
ik 


Ihr Maximum auf dem Rande. 

Dies ist nur eine andere Fassung von II; denn die Funktion $ kann als Quadrat- 
summe von linearen Kombinationen der U), ÜUs,... U„, also von harmonischen Funktionen 
dargestellt werden. 

IV. Es seien U, Usa,:... Uan, Ua = ÜUsı,:.. harmonische Funktionen. 
Das Maximum der größten und das Minimum der kleinsten Wurzel der 
;harakteristischen Gleichung 


7,1 ze )., Urs st... U, n 
U, ly 17, Yo. U, ) " 2 
vergl. z.B. G. Pölya und G. Szegöa a. 0. Nr. II, 80, 


») Vergl. z.B. G. Pülya und G. Szegö a.a. ©. Nr. Il, 81. Die Diskussion des Gleichheits- 
‚eichens kann wörtlich so durchgeführt werden, wie im 2-ten Beweis der Nr. II, 80, S. 210. 
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werden auf der Berandung angenommen, ebenso wie das Maximum von der 
Differenz der größten und der kleinsten Wurzel. 

In jedem Punkt des Gebietes hat die betrachtete charakteristische Gleichung eine 
bestimmte (algebraisch) größte Wurzel A, die also eine Funktion des Ortes ist. 4 ist 
das Maximum einer quadratischen Form, deren Variable der Bedingung unterworfen 
sind, daß ihre Quadratsumme 1 ist. Ist 4. der Wert von /Ä im inneren Punkte %o, Yo, 
20, wo U; den Wert (U,,) annimmt, so gibt es Zahlen tı,fs,...t., so beschafien, daß 

Aa= (Un) titı, Sp=1l. 
ik i 
Es sei r der Radius einer Kugel K vom Mittelpunkte &o, Yo, 20, die ganz im betrachteten 
Gebiet liegt. Wird die Integration über die Oberfläche von K erstreckt, so ist 


1a h= |! Uuntitndfs [ar 
w ik . 

da A das Maximum der quadratischen Form im mittleren Gliede ist. Somit liegt das 

Maximum von 4 sicherlich nicht nur im innern Punkt %,Yo,20'),. Aehnlich wird die 

Behauptung über die kleinste Wurzel und über die Differenz der größten und der 

kleinsten bewiesen. 


2. Die Stellen größter Verlagerung. Ich beginne mit der Untersuchung der 
Stellen größter Verschiebung und größter Verdrehung. Diese Untersuchung ist an und 
für sich von weniger Interesse, aber ist wegen ihrer Einfachheit zur Vorbereitung geeignet. 

Ich bezeichne im folgenden mit 

u,v,w die Verschiebung, 
X, Y,Z die Volumkraft, 
o die Dichte, 
0 (Be 
9 = -—- +. +. die Volumdehnung 
Ox Oy Oz 
im Punkte x, y, z und schreibe die Differentialgleichungen des Gleichgewichtes mit den 
l,am&schen Konstanten A, u, also in der Form 
90 


(A + u) 5, 


+udu+oX . 


04 y 
(A + u) rd, Av+o)} 0 
Oy 


909 
(A-+ u) +udJw+oZ=-0! 
OZ 
Ich benutze nur einfache Folgerungen dieser Gleichungen, die man ohne weiteres durch 
Differenzieren und lineares Kombinieren gewinnt; ich werde mich also kurz auf die An- 
gabe des Resultates beschränken. 
Es folgt aus den Gl. (1), daß die Komponenten der Verdrehung 


Ow Ov ou Ow Ov Ou 
Beze, - 2 a ee En ' 
Oy Oz Oz ‘x Ox Oy 
dann (und nur dann) harmonische Funktionen der Koordinaten sind, wenn das Feld der 
Volumkraft wirbelfrei ist, d.h. wenn 
Oz OY OX 9Z AY OX m 
Oy er Oz w oz “a Öx a Ox Oy = 
ist. Dies vorausgesetzt, kann man also auf Grund des Hilfssatzes II der Nr. 1 be- 
haupten, daß die Stelle, wo die Summe der Quadrate der Komponenten (2) ihr Maximum 
erreicht, also die Stelle der größten Verdrehung sich stets in der Oberfläche 
des eingespannten Körpers befindet. 

Von der Verschiebung kann man Aehnliches in speziellen Fällen behaupten. Es 
sei angenommen, daß die Volumkrait verschwindet; die drei Verschiebungskomponenten 
u«,v,w sind dann (und nur dann) harmonische Funktionen, wenn die Volumdehnung © 
eine Konstante ist. In diesem speziellen Fall kann man auf Grund des Hilfssatzes II der 
Nr. 1 behaupten, daß die Stelle, wo «+ v?+ w? ihr Maximum erreicht, also die Stelle der 
größten Verschiebung sich in der Oberfläche des eingespannten Körpers befindet. 





') A ist »subharmonisch«, aber im allgemeinen nicht harmonisch, 
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Von der Verschiebung kann man äber, im Gegensatz zu der Verdrehung, nicht 
allgemein behaupten, daß bei Abwesenheit von Volumkräften ihr Maximum in der Ober- 
läche liegen muß; dies zeigt das folgende Beispiel. 

1. Beispiel. Es sei 

uv=- ha? + y”? +) — Pf, v=—yııy vw=—yYız 
sesetzt, wobei «, ß, x positive Konstanten sind. Dann sind die Differentialgleichungen (1) 
erfüllt, vorausgesetzt, daß X = Y—-Z= 0 ist und die Beziehung 

A+4l)a=2(A+u)y 

besteht. Es ist +”? + wW=Pß — ap? + yYy’+z) + P(z, y, 2), 
wobei P (x, y, z) ein homogenes Polynom 4-ten Grades bedeutet. Somit hat der Betrag 
der Verschiebung ein Maximum im Anfangspunkt des Koordinatensystems. Wenn man 
ein genügend kleines, etwa kugelförmiges Gebiet um den Anfangspunkt herum abgrengt, 
so läßt sich dieses (sebiet auffassen als ein fester Körper, der unter Einwirkung eines 
geeigneten (vielleicht komplizierten) Systems von Oberflächenkräften in einen Spannungs- 
zustand versetzt wurde, wobei die maximale Verschiebung nur in einem einzigen, und 
zwar inneren Punkt des Körpers auftritt. 

Man bemerke, daß im Beispiel 1 = (« — 2y)x eine lineare Funktion, also eine 
Funktion allereinfachster Art ist, bei der wir ein derartiges Vorkommnis finden können, 
da die Konstanz von ©, wie besprochen, das Auftreten der Maximalverschiebung auf 
der Oberfläche bedingt. 


3. Der harmonische Spannungszustand. Ein bei konstanter Volumkraft ein- 
tretender Spannungszustand sei als harmonisch bezeichnet, wenn alle 6 Komponenten 


TE FE 7 Sr en 


des Spannungstensors oder, was aui dasselbe herauskommt, wenn alle 6 Komponenten 
des Dehnungstensors 
u Ov dw Ow , dv Ou , dw Ov du 
N _9 N,» < ’ < FE) 7 eur r . ae (4) 
Öx Oy Öz Oy Oz Öz Öx Öx Oy 
harmonische Funktionen der Koordinaten sind. Man kann die Bedingung hierfür aus 
den Differentialgleichungen (1), worin jetzt X, Y, Z Konstanten sind, leicht auf ver- 
schiedene Arten ausdrücken. 

a) Der Spannungszustand ist dann und nur dann harmonisch, wenn 
die Volumdehnung eine lineare Funktion der Koordinaten ist. Der Spannungs- 
zustand ist also dann und nur dann harmonisch, wenn die vorliegende Deformation sich 
als die Superposition zweier Deformationen aufiassen läßt: In der einen sind die Kom- 
ponenten u, v, w der Verschiebung Polynome zweiten Grades in x, %, z, die andere läßt 
das Volumen unverändert. 

b) Der Spannungszustand ist dann und nur dann harmonisch, wenn 
im Feld des Verdrehungsvektors der Wirbel konstant ist. Dies besagt, daß 


O (98v du 0 (Ou Ow 

5, (62 5,) re Fi 
konstant ist, und daß die beiden anderen Komponenten von rot rot u (wobei u den Ver- 
schiebungsvektor bedeutet) auch Konstanten sind. Hieraus sehen wir, daß der Spannungs- 
zustand sicherlich harmonisch ist in dem häufig betrachteten Falle, in welchem ein Ver- 
schiebungspotential existiert, weil dann die Verdrehung verschwindet. 

Man findet überhaupt, daß in den geläufigsten einfachen Fällen, wie Torsion, 
Biegung usw., der Spannungszustand harmonisch ist. 

Wenn der Spannungszustand harmonisch ist, so liegen die Stellen 
der größten Schub-, der größten Druck- und der grösten Zugspannung, die 
Stelle der größten Spannungsenergie, die der größten Volumdehnung und 
diejenige der größten Gestaltsänderungsenergie sämtlich in der Öber- 
!läche des eingespannten Körpers. 

Die Volumdehnung © ist jetzt eine lineare Funktion, es ist also selbstverständlich, 


daß sie ihr Maximum und übrigens auch ihr Minimum in der Oberfläche erreicht. Die 
>pannungsenergie 


« (X.+Y,+2)+ 


+ 1 
12 u 


6(2u + 3)) | 
(7, — Z,)’ u (2. — X.) + (X.—2)’+ ec’ +Z’+ X,?)] (5) 
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ist eine Quadratsumme von harmonischen Funktionen, erreicht also, gemäß dem Hilfs 
satz II der Nr. 1, ihr Maximum in der Öberfläche. Die Spannungsenergie erscheint iı 
(5) in zwei Summanden zerlegt: Der erste, mit ©? proportionale Summand ist die aui 
Dichteänderung, der zweite die auf Gestaltsänderung aufgewandte Energie. Auch diese: 
zweite Summand, nämlich die mit 1/1224 multiplizierte Quadratsumme aus den Differenzen 
der Hauptspannungen (sie wird durch die eckige Klammer in der zweiten Zeile deı 
Formel (5) dargestellt) ist eine Quadratsumme von harmonischen Funktionen und erreicht 
als solche, wieder auf Grund von Hilfssatz II der Nr. 1, ihr Maximum in der Oberfläche 
Die größte Zugspannung in einem gegebenen Punkte ist die algebraisch größte Wurzel 
der charakteristischen Gleichung des Tensors (3). die negativ genommene größte Druck 
spannung die algebraisch kleinste Wurzel derselben Gleichung, die größte Tangential- 
spannung die halbe Differenz dieser beiden Wurzeln; daß die maximale Zug-, Druck- und 
Schubspannung in der Oberfläche liegen, folgt somit aus Hilfssatz IV der Nr. 1. 

Wenn wir den Beweis des Hilfssatzes IV unter den jetzigen Umständen wieder 
holen, so liefert er recht anschaulich das Resultat, nämlich so: Geben wir eine feste 
Ebene, deren eine Seite ausgezeichnet sei, und eine feste Richtung. Betrachten wir im 
Punkte 2%, %,z diejenige Spannung, die an einem Flächenelement wirkt, das mit der aus- 
gezeichneten Seite der gegebenen Ebene gleich orientiert ist, und betrachten wir ins- 
besondere diejenige Komponente dieser Spannung, die in die feste Riehtung fällt. Diese 
Komponente ist eine lineare Kombination der Größen (3), mit konstanten, durch die 
gegebene Ebenenlage und Komponentenrichtung bestimmten Koeffizienten, also, wie die 
Größen (3), eine harmonische Funktion des Punktes X, %,z: Sie erreicht ihren größten 
und kleinsten Wert in der Oberfläche. Zu jeder Komponente jeder Spannung in einem 
inneren Punkte gibt es also eine auf einem gleichorientierten Flächenelement wirkende 
gleichgerichtete Spannungskomponente in der Oberfläche, die größer bzw. kleiner ist. 
Hieraus ist klar, daß die Stellen mit größter Druck-, Zug- und Tangentialspannung 
(Schubspannung) in der Oberfläche lieren !). 


4. Der allgemeine $Spannungszustand. Es iolgt aus den Gleichungen (1), daß 


die Volumdehnung & dann und nur dann eine harmonische Funktion der Koordinaten 
ist, wenn die Volumkraft quellenfrei, d.h. wenn 


0X oY 02 


+ 0 
Ox Oy (Oz 
ist. Dies vorausgesetzt, kann man also sagen, daß die Stellen der größten und 


der kleinsten Volumdehnung sich stets in der Oberfläche des eingespannten 
Körpers befinden. 

Insbesondere liegt bei Abwesenheit von Volumkräften das Maximum des ersten, 
mit @? proportionalen Teils der Spannungsenergie, der als Dichteänderungsenergie be- 
zeichnet werden mag, notwendigerweise in der Oberfläche Von der ganzen Spannungs- 
energie, wie auch von ihrem zweiten Teil, der Gestaltsänderungsenergie läßt sich dasselbe 
nicht behaupten: dies zeigt das folgende Beispiel. 


2. Beispiel. Es sei 


u=V, vı hay’z— 'kPe’+-'hr’z, wı = "say? — !kPy?’+ "ay’y 
gesetzt, wobei «, # und y positive Konstanten sind. Die Differentialgleichungen (1) sind 
durch vw, vr=v, ww, X-Y=Z=0 erfüllt, vorausgesetzt, daß 
y 2(A+ u) 
PP = 164 l — 
A 


ist. Man bemerke, dab 
P>u | ac ee 


ist. Durch zyklische Vertauschung gewinnt man die weiteren Lösungen 
un = "kurz? — Ber 'nyz, v0, w—ihaz’r — kPe’+ 'hr’z, 
a um Ya ac?y /. By? +1 „y’y, v3 — 1, u xy? 1/,B x? + U y3x, 02 == (), 
Daher befriedigen schließlich 
u=uU + WW + uU, -vı +0 + Ds, Ww —= Ur + Wa + Ws 
I) Im Falle der Torsion verschwindet ©. und somit ist der Gleichgewichtszustand harmonisch 


Folglich liegt insbesondere das Maximum der Tangentialspannung auf dem Rande. Dies hat schon 
Frl. Allara a. a. OÖ. bewiesen. 
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jie Differentialgleichungen (1), falls die Volumkrafit verschwindet. Für den erhaltenen 
Spannungszustand ist die Spannungsenergie, ausgerechnet gemäß (5): 
.)yla+y’+2) + PlaYyv2:) .:.:..(M, 
wo P(x.yY,z) ein gewisses homogenes Polynom vom vierten Grad bedeutet. Somit hat, 
vergl. (6), die Spannungsenergie ein Maximum im Anfangspunkt des Koordinatensystems, 
so im Innern des Spannungsieldes. Dasselbe gilt von der Gestaltsänderungsenergie ; 
dieser Bestandteil der Spannungsenergie geht nämlich daraus durch Subtraktion eines 
konstanten Vielfachen von ©? hervor, hat also, da jetzt 9 — 2«(yz +22 + xy) ist, die- 
selbe Form (7), wie die Spannungsenergie, nur das homogene Polynom vierten Grades P 
hat darin einen anderen Wert. Es wird also auch die Gestaltsänderungsenergie (oder was 
dasselbe, die Quadratsumme aus den Differenzen der Hauptspannungen) in einem innern 
Punkt des Spannungsfeldes Maximum. © ist ein Polynom 2ten Grades, also eine Funkt:on 
allereinfachster Art, bei der so etwas vorkommen Kann, da doch der Spannungszustand 
harmonisch ist, wenn © ein Polynom ersten Grades ist. 


12 


= 1,5 u y’— ul 


Beispiel 3. Ein ebener Spannungszustand, d.h. ein solcher, worin w = (0 und 
der Zustand von zZ unabhängige ist, kann bekanntlich durch die Airysche Spannungs 
junktion x bestimmt werden, die die Gleichung 

ISJY—=0 
zu befriedigen hat. In dem durch 
= Yy” + In (ax —3la+b)c’y’+ by‘) 
(a,b sind konstant) bestimmten Spannungszustand ist in hinreichender Nähe des Koordi- 
natenanfangspunktes die größte Hauptspannung 


‘= la IX, Zn Y, + (x. — Y,)?- 4 X,’ Be 


02; 02; /0*; co? 5 o2, 27 4 , 
= | + +W em + N |= 2 + nl ar dar +20) +, 
Oy“ ÖOx“ Oy“ Ox Ux0Oy ‘ 


‘, erreicht also ein Maximum im Nullpunkt, falls etwa a—= 3, b= — I gewählt wird. Es 
sei eine genügend kleine Umgebung des Koordinatenanfangspunktes abgegrenzt; das Feld 
zweidimensional genommen, wird das Maximum nur in einem innern Punkt erreicht. 
Wenn aber das Feld, dem physikalischen Sinn gemäß, dreidimensional genommen wird, 
wird das Maximum auch in dem Schnittpunkt der Berandung mit der z-Achse. erreicht. 


5. Maximum und Minimum der Feldstärke eines quellen- und wirbel- 
freien Feldes. Es sei die Funktion V harmonisch in einem abgeschlossenen Bereich. 
Dann sind ihre partiellen Derivierten harmonisch daselbst, und der Hilissatz Il der Nr. 1, 
angewandt auf oyı? OV ı? aVı? 

2 +5) +( 
ergibt die folgende Aussage: Der Betrag des Gradienten einer harmonischen 
Funktion V erreicht sein Maximum auf dem Rande, und zwar nur auf dem 
Rande, abgesehen vom selbstverständlichen Ausnahmefall, in welchem das 
Feld homogen (V linear) ist'!). Etwa für das elektrostatische Feld besagt dies, daß 
nicht nur der Höchstwert des Potentials, sondern auch der Höchstwert der Feldstärke 
auf der Oberfläche eines Konduktors zu finden ist 

Für ein zweidimensionales ebenes Vektorfeld (V ist eine harmonische Funktion 
von 2 und %) ist der ausgesprochene Satz trivial, denn dort ist der Betrag des Gradienten 
der Betrag einer analytischen Funktion f(@ + iy). Von zweidimensionalen Vektorfeldern 
ist noch mehr bekannt: Hat f(& -+iy) keine Nullstelle im Bereich, dann ist dort auch 
f(e-+iy)”' analytisch; das Prinzip vom Maximum, angewendet auf f(@+y)”', liefert 
iolgende Aussage: Das Minimum des Betrages von dem Gradienten eines wir- 
bel- und quellenfreien ebenen Vektorfeldes ist entweder = 0, oder wird auf 
dem Rande erreicht. 

Merkwürdigerweise ist dieser Satz für ein dreidimensionales räumliches Vektorield 
nicht wahr. Ich verdanke folgendes Beispiel dem Herra G. Szegö: Die Funktion 

V=e+r: — y? e. (—2?— y? u 2/3 2?) > 


Oz 


ist harmonisch. Es ist 
) 2 Pa 2 ( 2 2 “ . 
(5) + (°) + (57) —=1+22°+2y’+42’+P(x®,y,2), 


Oz 


I) Dies hat schon Kirchhoff a. a. O. bemerkt. 
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wo P(z,%,2) nur Glieder dritten und vierten Grades enthält. Somit hat der Betrag de: 
Gradienten ein von Null verschiedenes Minimum im Anfangspunkt des Koordinatensystems 

Es gilt jedoch der folgende Satz: Wenn in einem gewissen Teilbereich 
eines wirbel- und quellenfreien Feldes alle Niveauflächen des Potentials 
konvex verlaufen, oder genauer gesagt: Wenn die Niveauflächen in allen 
Punkten des Teilbereiches eine wohlbestimmte nichtnegative Gaußsche 
Krümmung haben, so wird das Minimum des Betrages des Gradienten auf 
dem Rande des Teilbereiches erreicht. 

Dies folgt aus Hilfissatz I der Nr. 1 und aus folgender merkwürdigen Formel! 


(ovı® dv»  orı: 
aA 1 [0 a Ha U Zus 7 Eee 0 


worin Rı, #, die Hauptkrümmungsradien der durch den Punkt %,%, 2 gehenden Niveau 
fläche der harmonischen Funktion V bedeuten, so daß die rechte Seite die Gaußsche 
Krümmung der betrefienden Niveaufläche, multipliziert mit —4, darstellt. Es muß noch 
bemerkt werden, daß die Voraussetzung, die Krümmung sei wohlbestimmt, den Fall, daß 
der Gradient im Teilbereich verschwindet, ausschließt. Hingegen erlaubt die Voraus 
setzung, was ausdrücklich hervorgehoben sei, daß die Gaußsche Krümmung der Niveau- 
flächen nicht bloß in einzelnen Punkten, sondern auch in Flächen oder durchweg ver- 
schwindet. 

Ein ebenes Vektorfeld läßt sich auch als ein dreidimensionales auffassen, nämlich 
als ein solches, worin der Zustand in allen Punkten einer zur z-Achse parallelen Geraden 
derselbe ist. In einem solchen Vektorfield sind die Niveauflächen Zylinder und ihre 
(Gaußsche Krümmung verschwindet durchweg. So stellt sich der erwähnte funktionen- 
theoretische Satz über das Minimum des Gradienten in einem ebenen Vektorfeld als ein 
Spezialfall des neuen Satzes heraus. 27 


Über die Akustik großer Räume.”) 


Von M. J. O.STRUTT in Eindhoven (Holland). 


ie Mehrzahl der bisher veröffentlichten Ueberlegungen, welche zum Ziel haben, 

Sabines experimentellen Befund zu beweisen, daß die Nachhalldauer eines großen 

kaumes nicht von der Form, sondern ausschließlich vom Volumen und der ge- 
samten Absorption abhängt und im allgemeinen gleich bleibt, wenn sie in verschiedenen 
Punkten gemessen wird mit der Quelle an verschiedenen Orten, können als unvollständig 
bezeichnet werden. >ie gehen von Reflexionsbetrachtungen an den Wänden aus, lassen 
jedoch die Phasenbeziehungen dabei außer acht. 

Weiterhin wird oft eine homogene Schallenergieverteilung über den Raum im 
Augenblick, daß die Quelle ihre Tätigkeit einstellt, angenommen, was aber in manchen 
Fällen nicht erfüllt sein wird, die andrerseits Sabines Gesetz experimentell sehr gut 
befolgen. 

Die vorliegende Abhandlung beschäftigt sich mit dem Problem der erzwungenen 
und freien Schwingungen eines Kontinuums, mit willkürlich über den kaum verteilter 
Dämpfung und zeigt, daß das Sabinesche Gesetz eine allgemeine asymptotische Eigen- 
schaft dieser Schwingungen ist, falls der Quotient der erzwungenen Frequenz durch die 
niedrigste Eigenfrequenz des Systems sehr groß wird. 

Einige experimentelle Tatsachen werden von diesem Standpunkt aus diskutiert 
Die Gültigkeit des Sabineschen Satzes in andern Gebieten der Physik, wie z. B. für die 
elektromagnetische Strahlung in einem Hohlraum, folgt aus seinem allgemeinen Charakter. 


1. Einleitung. In einer Reihe grundlegender Experimente hat W.C. Sabine’ 
gezeigt, daß die akustischen Eigenschaften großer Räume oft sehr gut festgelegt sind 
durch die Nachhalldauer. Diese wird folgendermaßen gemessen. 


I) Formel (8) läßt sich durch direkte Umformung verifizieren; sie ergibt sich auch dureh 
Spezialisierung aus einem Resultat von C E. Weatherburn, Math. Annalen, Bd. 99 (1928), S. 473 bis 478, 
vergl. Formel (10) auf S. 474. Formel (8) wurde mir aus der Diplomarbeit des Herrn William Brunner 
(Zürich, 1929) bekannt, der sie unabhängig von Weatherburn gefunden hat. 

?) Im wesentlichen wurde diese Arbeit am 26. Januar 1929 in der Jahresversammlung der 
»Nederlandsche Natuurkundige Vereeniging« zu Amsterdam vorgetragen, 

3) Colleeted papers ons acousties. 
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Eine Schallquelle (z. B. Orgelpfeife) von einer Frequenz, welche im allgemeinen 
roß ist gegenüber der niedrigsten Eigenfrequenz des Raumes, wird während einer 
:olehen Zeit konstant betrieben, daß der stationäre Zustand erreicht ist. Daraufhin setzt 
‚an die Quelle plötzlich ab und mißt die Zeit von diesem Augenblick an, bis die Laut- 
tärke unterhalb des Schwellenwertes für das Ohr herabgesunken ist. Durch eine Reihe 
‚on Messungen wird diese Zeit sodann reduziert auf einen Wert, der der Nachhalldauer 
ntspricht für eine Lautstärke im Augenblick des Aussetzens der Quelle, die ein be- 
timmtes Vielfaches, z. B. nach Sabine das Millionenfache der Schwellenintensität beträgt. 

Viele Experimente führen zum Schluß (den wir als das Sabinesche Gesetz be- 
'eichnen werden), daß im allgemeinen die so gemessene Nachhalldauer proportio- 
‚al ist dem Raumvolumen, dividiert durch die gesamte Absorption (die Be- 
leutung dieses Wortes wird später erläutert), aber nicht abhängt von der Form des 
Raumes, den Orten der Quelle und des Beobachters, während die Frequenz 
sieh nieht stark ändert nach dem Aussetzen der Quelle. Das Gesetz wird am 
besten befolgt bei großen Räumen. 

Ich muß hinzufügen, daß Sabine auch Experimente beschreibt, die diesem Gesetz 
zu widersprechen scheinen; aber diese Experimente können im allgemeinen leicht durch 
besondere Versuchsbedingungen erklärt werden, die eine Abweichung vom Sabineschen 
Satz verursachen, der, wie wir sehen werden, nur exakt gilt unter gewissen »idealen« 
;edingungen. 

Im allgemeinen befolgen die Experimente 20 
das Gesetz in bemerkenswert guter Weise, wie K 
durch die Abb. 1, die aus einem Aufsatz Sabines 


stammt, illustriert wird. ” 
Nach dieser experimentellen Entdeckung, 


die erlaubte, Räume in bezug auf akustische Eigen- 
schaften vorauszuberechnen, sind viele Arbeiten 
erschienen, die eine theoretische Ableitung des 5 
Satzes zum Ziel hatten. Die erste dieser Arbeiten 
stammt von Sabine selber. 

In der Mehrzahl dieser Arbeiten (Sabines 
Aufsatz eingeschlossen) wird eine homogene Ver- 2 
teilung der Schallenergie über den Raum im | 
Augenblick des Aussetzens der Quelle angenom- r 
men, was zum Sabineschen Satze führt, wenn J v% | 

6 
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noch einige elementare Reflexionsbetrachtungen sr Z Z . 
an den Wänden hinzugezogen werden. 

Es ist leicht, einfache Fälle anzugeben, in Abb. 1. 
denen diese homogene Schallenergieverteilung Ordinate: Nachhalldauer dividiert durch 
sicher nicht existiert. Man hat dies z. B. in gesamte Absorption. 
er kugelförmigen Raum mit der Quelle im Abszisse: Raumvolumen in m’, 


Mittelpunkt, oder auch bei einem : zylindrischen 

Raum mit der Quelle im Mittelpunkt. Alle diese Fälle werden automatisch durch die 
erwähnten Betrachtungen ausgeschlossen und man könnte meinen [diese Ansicht wurde 
in der Tat von einigen Autoren geäußert], daß der Sabinesche Satz in solehen Räumen 
nicht gilt. 

Es sind aber Experimente bekannt, wobei sicher keine homogene Energieverteilung 
vorhanden war, z.B. das Sanders Theater, in dem Sabine arbeitete. Der höchste Punkt in 
Abb. 1, der zu diesem Theater gehört, genügt aber ganz gut dem Sabineschen Satze. 
Diese Annahme einer speziellen Energieverteilung kann also nicht wesentlich sein für 
lie Gültigkeit des Sabineschen Satzes. 

In fast allen früheren Arbeiten werden an den Wänden Reflexionsbetrachtungen 
‘ür die Intensität angestellt, ohne auf Phasenbeziehungen einzugehen. Wenn nicht un- 


nöglich, so dürfte es doch schwer sein, den Fehler zu schätzen, der hierdurch in die 


wechnung hineingetragen wird. 


2. Ein Satz aus der Physik, der dem Sabineschen ähnlich ist. In manchen 


\sebieten der Physik gilt ein Satz, der einige Aehnlichkeit mit dem Sabineschen auf- 


eist. H. A. Lorentz hat zuerst darauf hingewiesen, daß die sehr hohen Eigenfrequenzen 
Frequenzen, mit denen ein System ohne äußere Kraft schwingt) kontinuierlicher Systeme 
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ohne Reibung asymptotisch nur vom Volumen und den elastischen Eigenschaften ab 
hängen, aber nieht von der Form. Dieser Satz ist dann von H. Weyl bewiesen worden 

Die physikalische Plausibilität dieses Lorentzschen Satzes ') sieht man am ein 
fachsten ein durch Betrachtung einiger Anwendungen. 

J. H. Jeans und P. Debye haben eine Theorie der Hohlraumstrahlung aufge- 
stell, die zu Plancks experimentell gültiger Formel führt. Hierbei muß man vom 
l,orentzschen Satze (Gebrauch machen, sonst würde Plancks Formel nicht hervorgehen. 

Nach Debves Theorie der spezifischen Wärme würde ein kubisches Metallstück 
eine andere spez. Wärme haben als ein kugelförmiges Stück desselben Metalles, wenn 
der Lorentzsche Satz nicht gälte. 

A. Sommerfeld hat darauf hingewiesen, daß der Satz auch wichtig ist für die 
Akustik großer Räume ohne Absorption. 

In all diesen Theorien wurden absorptionslose Systeme betrachtet, wodurch die 
Kreisfrequenz ® in der Schreibweise: 

wu (} u ) 
t = Zeit 
rein reell ist. Wenn wir wohl Absorption haben, wird ® einen Realteil und einen 
Imaginärteil haben, wobei der letztere positiv ist, so daß jede jreie Schwingung, die ein- 
mal angeregt worden ist, nach einiger Zeit ausstirbt. 

H. Weyl hat gezeigt, daß der Lorentzsche Satz eine asymptotische Eigenschaft 
der reellen Eigenfirequenzen absorptionsloser Systeme ist. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß der Sabinesche Satz eine 
asymptotische Eigenschaft der komplexen Eigenfrequenzen © von Systemen 
mit Absorption ist. 

Nachdem diese Analogie zwischen den beiden Sätzen einmal formuliert worden ist, 
liegt der Weg, der zum analytischen Beweis des Sabineschen Satzes eingeschlagen 
werden muß, klar zutage. In erster Linie ist es notwendig, die komplexen Eigenfre- 
quenzen schwingender gedämpfter Systeme zu berechnen, wenn die Absorption willkürlich 
über den Raum verteilt ist. Als besonderen Fall werden wir dann das gesamte absor- 
bierende Material nach den Wänden zusammenfegen, wie für die Akustik großer Räume 
erforderlich. Zweitens müssen die erzwungenen und freien Schwingungen dieser Systeme 
allgemein studiert werden, denn das Phänomen des Nachhallens erfordert die vollständige 
Berechnung dieser Schwingungszustände. Durch Zusammenfügen der Ergebnisse dieser 
zwei grundlegenden Betrachtungen werden wir zum Sabineschen Satze geführt. Zu 
oleicher Zeit werden sich die Bedingungen ergeben, an die die Gültigkeit des Satzes 
eebunden ist. Alle Abweichungen vom Satze und besonderen Züge der Experimente 
müssen sich hierdurch aufhellen. 

Dem erwähnten allgemeinen Charakter des Sabineschen Satzes zufolge werden 
wir seine Gültigkeit außer in der Akustik in manchen anderen Gebieten der Physik 
voraussaren können, z. B. jür die elektromagnetische Strahlung in einem Hohlraum, für 
die Schwingungen gedämpfter Saiten, Stäbe, Platten usw. 


3 Asymptotische Berechnung der Eigenfrequenzen kontinuierlicher 
Systeme mit Absorption. Es ist nicht mein Ziel, in diesem Aufsatz auf mathematische 
Einzelheiten einzugehen. Freilich sind diese Einzelheiten für einen strengen Beweis 
unbedingt erforderlich, aber vom physikalischen Standpunkt aus sind sie belanglos. Man 
findet sie erößtenteils in einem besonderen, in den Mathematischen Annalen erschienenen 
Auisatz: »Ueber das Dämpfungsproblem der mathematischen Physik«?). 

So unglaublich es auf den ersten Blick scheinen dürfte, habe ich doch nur eine 
einziee Arbeit’) in der mathematischen und physikalischen Literatur vorgefunden, die sich 
mit den Schwingungen kontinuierlicher Systeme beschäftigt, wobei die Dämpfung will 
kürlich über das System verteilt ist. Sie enthält die Theorie für eindimensionale Kontinua. 
Die verwendete Rechenmethode ist solcher Art, daß eine unmittelbare Erweiterung au! 
mehrere Dimensionen nicht möglich erscheint. Weiterhin erlaubt die Fabersche Entwick 
lunesformel nicht, den Sabineschen Satz auch nur für eine Dimension einzusehen. Im 


) z.B. H. Lorentz, Problems of modern Physies, p. 166. 

?) Math. Ann. Bd. 102 (1930), S. 671. 

3) O. Faber, Theorie der gedämpften Schwingungen, Dissertation Straßburg, 1914 (Referent 
R. von Mises). Archiv für Mathem. u. Physik 1914, S. 290. 
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‚eegenteil, man würde geneigt sein, aus ihr zu schließen, daß kein Satz, wie der Sabinesche, 
ir kontinuierliche Systeme mit willkürlich verteilter Absorption gelten könnte. 

Aus diesen zwei Gründen war es notwendig, eine neue Theorie zu entwickeln, 
lie sich einerseits auf mehrere Dimensionen unmittelbar anwenden läßt und andrerseits 
u einer Entwicklungsformel führt, mit Hilfe derer sich der Sabinesche Satz nachweisen 
ißt. Es kann gezeigt werden, daß Fabers Entwicklung der neuen für eine Dimension 
aequivalent ist, und daß ihre Unfähigkeit, den Sabineschen Satz zu ergeben, nur der 
‚esonderen und in dieser Hinsicht weniger glücklichen Form zuzuschreiben ist, die 
aber wählte. 

Als abhängige Veränderliche führe ich eine Größe u ein, die als »Schwingungs 
amplitude« bezeichnet wird. Später werden wir u im akustischen Fall identifizieren 
mit dem Geschwindigkeitspotential oder mit dem Druck in jedem Punkt. 

Die Schwingungsamplitude « genüge der Gleichung: 


g 
02 02 2 ( 2 u a 
) ) ) u 
\ “ „jJuUu= (a1 z) w(Xtuz j , ö 
(at +52) ( 3 pr ( Y ) Ot (1), 
die durch den Ansatz 
f; - Pr ot 
u (xyzt) = vv (2 y z) e) 
übergeht in 
e)2 02 (2 ’ z w 
( +... + ,) v—+ veo® (1 —j =0 ...2.2.f[2) 
Ox! Oy“ Oz“ 00 


Hierbei denken wir e stets positiv (0 > 0). 

Gl. (2) zeigt, daß das Klammerglied für große Absolutwerte von » zu 1 zusammen- 
schrumpft, wenn nur w/o überall endlich ist. Indem (2) zu einer Integralgleichung um- 
oeformt wird, kann man sogar zeigen, daß die notwendige Bedingung nur lautet, daß 
das Raumintegral über w/vo endlich ist, während w selber an einigen Stellen unendlich 
werden darf. 

Wir suchen eine Lösung von (2), die auf der Begrenzung des betrachteten Raumes 
vewissen Randbedingungen, z. B. der Newtonschen Bedingung genügt: 

o(ey2) u FE Eee rer 
on 
wo n die Normalrichtung zur genannten Begrenzung bezeichnet. 

Bekanntlich besitzt die Aufgabe (2), (3) nur eine Lösung für gewisse Werte von 
», die Eigenfrequenzen. Diese ® werden komplex sein mit positivem Imaginärteil, so 
daß jede einmal angeregte freie Schwingung ausstirbt: 

ans en, An re (4). 


Aus (2) können wir schließen, daß der Imaginärteil $? von » für &— » ver- 


schwindet gegen «: 
8 1 
lim — 0 ( ) (5), 


wo das Symbol 0 (#1) andeutet, daß die rechte Seite für @—> # verschwindet wie eine 
von @ unabhängige Konstante, multipliziert mit «', 

Diese Gl. (5) setzt uns, zusammen mit (2) und mit einer von Weyl beim Beweis 
des Lorentzschen Satzes abgeleiteten Formel in den Stand, « und $ für große « zu 
berechnen. 

Weyls Formel für die hohen Eigenfrequenzen von (2), wenn das Klammerglied 
durch 1 ersetzt wird, d.h. für große «, lautet: 


. 6n®n 
lim &,” 


Nn—> RD Mh dxdyd: 


wo das Integral über den ganzen betrachteten Raum zu erstrecken ist, n eine (große) 
‚ınze Zahl bedeutet, welche die Ordnung der Eigenschwingung angibt, während das 
‚eichen 0 die gleiche Bedeutung hat wie oben. 


ae) ee FIRE 


Wenn wir, gebrauchmachend von (5) in (6) gemäß (2) o durch E (' —;j .) er- 
‚setzen, entsteht: j ai. 
’ ’ /// w Vodxdydz Ina n 
lim 8 = !/ 2 — o( } REEL 3 
ee 7 Na 7 
28° 


nn RT 


Men 9 
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Die Eigenfrequenzen, sehr hoher Ordnung, haben also einen Imaginärteil, deı 
asymptotisch unabhängig wird von der Ordnungszahl r (und somit von der Frequenz « 
und nur abhängt vom Raumintegral über w dividiert durch o mal Raumvolumen, falls 
oe konstant ist. Dies hat zur Folge, daß die einmal angeregten hohen Eigenschwingungen 
alle genau gleich schnell aussterben, unabhängige von der betrachteten Schwingungs 
irequenz &. 

Wie wir sehen werden, ist dies der erste Grundstein beim Beweis des Sabine 
schen Satzes. 

Wir wenden uns nun zum zweiten Teil dieses Beweises. 


“ [4 4 . . r . 
4. Beweis des Sabineschen Satzes, In Sabines Messungen wird das Konti 
nuum von einer konstant schwingenden Kraft angetrieben, die nach einiger Zeit einen 
stationären Schwingungszustand des Systems zur Folge hat. Wir werden also jetzt das 
Verhalten gedämpiter Systeme unter der Einwirkung einer solchen Kraft untersuchen. 
Diese Betrachtung weicht von der obigen ab, da wir bisher nur die freie Bewegung 
behandelten. 
Die auf das System wirkende Krait sei 
F (eyz) e!’»! 
so daß die Bewegung beschrieben wird durch die Gleichung: 
22 22 02 2 
6 O Ö o“u oy 
( tr; + )u=e +uw-——FJet, . . . . ..(Ila) 
Ox Oy Oz° o# ol 
deren Lösung im stationären Zustand lautet: 


‚x MHFündxdydz 


U e’w 2 Cn On (a Y =; ; . ; . i ; (8). 


2 i 
| On — WW 


Hierin sind ®, und v„ bzw. die (komplexen) Eigenfrequenzen und Eigenlösungen von (2). 
Die Koeffizienten c„ enthalten die erzwungene Frequenz ® nicht: 


c, u //Je mdedydz + j IN ww dxdydz. 


2 @®n 


Die Ableitung von (8) fand statt nach einer Methode von Poincare&, die beruht 
auf dem Cauchyschen Residuensatz. Dieser ziemlich langwierige Wege mußte beschritten 
werden, weil die übliche Ableitungsweise von Entwicklungen wie (8), die auf der Ortho- 
sonalitätseigenschaft der Eigenlösungen ®,„ beruht, hier nicht zum Ziel führt, da die v, 
in Systemen mit willkürlich verteilter Dämpfung nicht mehr orthogonal sind, wie sich 
aus (2) nachweisen läßt. 

Faber gibt in seiner erwähnten Arbeit eine Formel, die der Gleichung (8) aequi- 
valent ist, aber wo, in unsrer Schreibweise, im Nenner @„— ® steht, wodurch natürlich 
etwas andere c„ vorkommen, die aber, wie hier, die erzwungene Frequenz ® nicht ent- 
halten. Wie bald hervorgehen wird, kann der Sabinesche Satz mit dieser Faberschen 
Formel nicht nachgewiesen werden. 

Um das Sabinesche Experiment mit unserem, nach (8) schwingenden System 
auszuführen, müssen wir die Quelle zu einer Zeit = % ihre Tätiekeit einstellen lassen 
und hernach sehen, wie das System sich in der Folgezeit verhält. Da von diesem Augen 
blick an keine äußere Kraft mehr wirkt, wird die Bewegung des Systems von einer 
unendlichen Summe freier Bewegungen, die Lösungen von (2) und (3) sind, beschrieben: 


es ee) 
t>tb: u 2 A, v„.e(- Bun tja.) (t— ti) nu 3 B, ve - Pu — ja.) (t- 4) aß: (9), 
ni na] 


wo v die zu v konjugiert komplexen Funktionen bedeuten. Die Koeffizienten A, und B, 
müssen aus dem Zustand des Systems für =, bestimmt werden, d.h. « und Ou/d#t in 
diesem Augenblick. Diese Größen folgen aus (8): 


MH Findxdydz vs 
(u=,=e!®h 2 Zu 5 . Cn On (&Y 2) 
a] On —@ (Sa) 
- . . . . . OG Js 
Be up WPudeinde, pn 
Olı=n \ On — u 
Indem man (9) nach ? differenziert, =, setzt, die reellen und imaginären Teile ab- 


spaltet und mit (5a) vergleicht, können die 4, und B,„ hingeschrieben werden. Wir 
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rauchen diese Operationen aber nicht im einzelnen durchzuführen, da wir sofort das 
rgeebnis überblicken Können. 

Aus (8a) folgt, daß die Koeffizienten von ®v, in beiden Reihen sich von Null nur 
jurch eine absolut beliebig kleine Zahl unterscheiden, bis zu einem festen, aber sehr 
roßen n, falls © nach unendlich strebt. Gleiches gilt somit für A, und B,. 

Indem wir dieses Ergebnis kombinieren mit (7), werden wir den Sabineschen 
‚atz beweisen. 

Da nämlich die Reihen (9) für sehr große ® in (8a) nur Glieder sehr hoher 
rdnung enthalten, werden diese Glieder nach (7) alle das gleiche $ haben. Mit anderen 
Worten, wir sehen, daß 

e—Pßt 


‚or die Summenzeichen in (9) gesetzt werden kann, so daß die ganze Schwingung des 

Systems ausstirbt mit einer Abklingungszeit, proportional dem Raumvolumen dividiert 

durch die gesamte Dämpfung, unabhängig von der Form des Raumes sowie von den Orten. 
Dies ist im Wesen, was Sabine fand. 


5, Erweiterungen der Theorie. Bisher haben wir, der Allgemeinheit wegen, 
eine Größe u betrachtet, die als Schwingungsamplitude bezeichnet wurde. Bevor ich 
zeige, mit welchen Größen x im akustischen Falle identifiziert werden kann, wird jetzt 
die vorstehende Ueberlegung erweitert werden. 

In erster Linie ist die Energiezerstreuung im akustischen Falle nicht stetige über 
den ganzen Raum verteilt, sondern im wesentlichen an den Wänden lokalisiert. Wir 
müssen also nachsehen, wie dies sich in den obigen Formeln ausdrückt. 

Aus Weyls Ableitung von (6) können wir schließen, daß ein Ersetzen der Rand- 
bedingung (3) durch irgendwelche andere homogene Randbedingung die Formel (6) nicht 
ändert. Gleiches gilt also von (7). 

Wenn w überall verschwindet, außer an den Wänden, während doch die Dämpfung 
der Eigenschwingungen endlich bleibt, muß das Raumintegral im Zähler von (7) durch 
ein Oberflächenintegral ersetzt werden, wie man durch Zusammeniegen der gesamten 
keibung nach den Wänden beweist. 

Durch Betrachtung der Ableitung von (7) erhellt, daß nirgends wesentlich davon 
Gebrauch gemacht wird, daß w unabhängig von ® ist. Diese Funktion darf sehr wohl 
von »® abhängen, aber nur darf sie nicht unendlich groß werden für >». Mit anderen 
Worten, w darf eine beschränkte und für große » langsam veränderliche 
Funktion der Frequenz ® sein. Wie wir bald sehen werden, ist diese Erweiterung 
tür die Akustik großer Räume sehr wichtig, denn jetzt sind wir in der Lage, verschiedene 
Arten von Dämpiung zu betrachten. 

Es ist klar, daß kontinuierliche Systeme existieren, wo ı keine beschränkte Funktion 
von ® ist. In solchen Systemen ist (7) nicht mehr richtig und kann also der Sabinesche 
Satz nicht gelten. Wir werden unten ein Beispiel eines solchen Systems geben. 

Bezeichnet man die zwei Summen in (9) bzw. mit I, und %,, ihre Differential- 
quotienten nach £ mit %,' und %,, während der Ausdruck (8) und sein Dijierentialquotient 
nach ? bzw. %; und %;’ genannt werden, so schreibt sich die obige Ableitung des 
Sabineschen Satzes symbolisch: 

2 + =2; | 
2,’ +23’ =2) 

Jetzt betrachte man das gleiche System im Ruhezustand und die oben definierte 
Kraft möge vom Augenblick —t, ab auf das System wirken. Wenn diese Kraft (d.h. 
lie Funktion F') nicht in einem Punkte konzentriert angreift, wie wirkliche physikalische 
Kräfte es nie tun, gilt für = bo: 


für = to . . . . . . . . (10). 


du 


wv=0 und —(, 

u; 

Die Bewegung des Systems für £ > 4, wird durch 
u u <Sv 
pe RT. EEE; \ \ 
beschrieben. 
Unter Hinzuziehen der Bedingungen für = % entsteht aus (11): 
Ss +3 =—2;) 


1 für t—h. . r . m . . . (12). 
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Ein Vergleich von (12) mit (10) lehrt, daß jetzt die Koeffizienten A„ und B, von 
(9) genau die gleichen sind, wie im Sabineschen Falle, nur mit entgegengesetztem 
Vorzeichen. 

Wenn somit ein im Ruhezustande befindliches System durch eine 
periodische Kraft von sehr hoher Frequenz zu Schwingung angeregt wird. 
ist die Anlaufzeit genau die gleiche wie Sabines Nachschalldauer. Weiter 
schließen wir aus (11), daß der Anlauf des Systems genau komplementär zur Ab 
klingung stattfindet, d. h. die Summe der Amplituden in jedem Punkte, zur selben Zeit £, 
eerechnet vom Augenblick des Einsetzens der Quelle im einen und des Aussetzens deı 
(Juelle im anderen Falle, ist gleich der stationären Amplitude in dem betreffenden Punkte, 
die aus (8) folet. 

Später werden wir sehen, daß dieser Schluß durch Experimente in diesem Labo 
ratorium bestätigt worden ist. 








en til su Tab EN TEE PATE Mi 





6. Akustik großer Räume. Bei der Anwendung der vorstehenden Theorie auf 
die Akustik großer Räume ist es nicht von vornherein klar, mit welcher akustischen 
Größe wir unser u zu identifizieren haben. 

Wir wissen aus der Akustik, daß in kontinuierlichen Systemen ohne Absorption 
das Geschwindigekeitspotential und der Druck durch Gleichungen, wie (1), ohne Glied, 
eegeben werden. Aber indem wir dies unmittelbar zu (1) mit Absorption w erweitern 
würden, wären wir gezwungen, sehr spezielle Hypothesen über die Art der akustischen 
Kinergeieabsorption mit in Kauf zu nehmen. Gleiches 
Nur ganz spezielle Wände würden ihr genügen 

Zur Vermeidung dieser sehr einengenden und in Wahrheit für die vorlierenden 
Ueberlegungen nieht notwendigen Einschränkungen mußte die Theorie zuerst in der 
Weise erweitert werden, daß eine verhältnismäßig eroße Freiheit in bezug auf die Rand- 
bedingung (3) und die Funktion w erreicht wurde. Dies ist im vorigen Abschnitt 
eeschehen. 

Wir können jetzt entweder das Geschwindigkeitspotential oder den Druck an die 
Stelle von u setzen und sodann aus Experimenten zeigen, daß alle notwendieen Be 
dingungen in bezug auf ww erfüllt sind, z. B. folgendermaßen: 

Die Funktion w hänge von ® ab, wie im 
unteren Teil von Abb. 2 skizziert. Im oberen 
Teil dieser Abbildung ist die absolute Größe 
der Glieder aus den Reihen (9) als Funktion 
der zugehörigen Eigenirequenzen ®„ (im Be: 
trage) gezeichnet worden. Wie wir sahen, sind 
alle Glieder bis zu einem gewissen ®,„ in der 
Nähe von ® sehr klein. Für „= ® steigen 
die Glieder schnell an, um schließlich, da die 
leihen konvergieren, als Funktion von eo, 


» . in ; \ . n a (2) 
t von der Randbedingung (3) 
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| 
| wieder nach Null abzufallen. Wir müssen 
a nn. jetzt fordern, daß w eine langsam veränder- 
liche Funktion von ® ist, verglichen mit der 
Gliedgröße aus (9) als Funktion von ®„, wie 
in Abb. 2 illustriert. In diesem Falle sind die 
P. hoher Ordnung in (9), trotzdem w noch 
Abb. 2. von ® abhängt, doch praktisch alle gleich und 
der Sabinesche Satz eilt. 
Andererseits können wir, wenn dies erfüllt ist, durch Messung der Abklingungs- 
zeit als Funktion der erzwungenen Frequenz ® die Funktion w von ® abtasten (Abb. 2). 
Solehe Messungen hat Sabine ausgeführt und wir können aus seinen Ergebnissen er- 
sehen, daß kein Experimentalfall bekannt ist, wo w als Funktion von ® nicht beschränkt 
und langsam veränderlich im obigen Sinne wäre. Daß das »Pinsel« (9) im oberen Teil 
von Abb. 2, mit dem die Funktion ww abgetastet wird, wirklich schmal ist, geht experi- 
mentell aus der Tatsache hervor, daß die Tonhöhe während des Abklingens sich nicht 
stark ändert. 
Drehen wir dies um, so folgt, daß durch Ersetzen von « durch das Geschwindig- 
keitspotential oder den Druck wirklich eine befriedigende Beschreibung von Sabines 
Messungen möglich ist, 
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Da die Wellenlänge in unseren Betrachtungen sehr klein ist, gemessen an den 
Raumdimensionen, kann die Absorption an den Wänden auch elementar berechnet werden, 


nit einem Absorptionskoeifizienten A für die Schallintensität. Hierdurch finden wir für we: 


ACo 
w— 
4 


‚o C die Schallgeschwindigkeit und e das gleiche wie in (1) bedeuten. 

Betrachtet man nun z.B. die Absorption durch eine poröse Wand in der vom 
erstorbenen Lord Rayleigh angegebenen Weise, so ergibt sich wieder w als beschränkte, 
anesam veränderliche Funktion von ® mit einem Maximum. Auch andere Arten der 
\bsorption führen theoretisch zu solchen Funktionen w und hier haben wir eine zweite 
\nweisung, daß unsere Theorie sofort auf die Akustik großer Räume anwendbar ist. 


7. Besondere Züge des Experimenites. Wie aus (7) folgt, wird Sabines Satz 
ie exakt gelten für endliche ®. Bei vorgegebenem ® wird er aber desto besser befolgt, 
ie erößer der Raum ist, da dann das zweite Glied rechter Hand in (7) kleiner ist. 

Es ist natürlich immer möglich, das absorbierende Material an den Wänden older 
sonstwo derart zu verteilen, daß der Sabinesche Satz nicht gilt. Dies findet z. B. statt, 
wenn die Anordnung den Knoten und Bäuchen einer freien Schwingung in der Nähe der er- 
zwungenen Frequenz w folgt. Es wird dann diese eine freie Schwingung schneller abklingen 
als irgendeine andere, wie früher nachgerechnet wurde!). Der Sabinesche Satz gilt also 
hier nicht. Wir müssen stets nur Anordnungen des absorbierenden Materials betrachten, 
von einer Struktur, groß gegenüber der Wellenlänge der erzwungenen Schwingung. Aus 
Sabines Versuchen schließen wir, daß diese Forderung praktisch oit erfüllt ist. 

Wie aus dem obigen folgt, bleibt die Frequenz während des Abklingens desto 
mehr gleich, als » sich in Bild 2 als Funktion von ® langsamer ändert. 

Mit dem Ohr und noch besser mit einem Oszillographen nimmt man wahr, daß 
die Schallstärke an jedem Ort in Wirklichkeit durchaus nicht in der einfachen exponen- 
tiellen Weise abklingt, welche oberflächlich betrachtet aus (9) folgen würde. Im Gegen- 
teil. man hört deutlich, daß die Intensität mehrmals anschwillt und herabsinkt, bevor sie 
unhörbar wird. Aber dies ist exakt, was bei einer genaueren Betrachtung die GI. (9) lehrt. 
Obwohl exp (— Pt) vor die Summenzeichen gesetzt werden kann, sind die Glieder unter 
diesen Zeichen immer noch periodische Funktionen der Zeit. Ihr Zusammenklang führt, 
da die hohen Eigenfrequenzen nahe beisammen liegen, zu großen Interferenzgebieten, die 
durch den Raum schweben. Was wir mit dem Ohr oder dem Oszillographen wahr- 
nehmen, ist das Vorbeiziehen 
dieser Gebiete. 

Dies wird dureh Abb. 3 | | 

| 
| 











illustriert. die nach einem sol- 
chen Oszillogramm gezeichnet 





wurde. Im Punkte (1) setzt | 

die Quelle aus, in (2) fängt III 
sie wieder an. Wir sehen | III! 
deutlich, daß das Abklingen | | | 

komplementär zum Anklingen | | 

stattfindet, während beide an 
Vorgänee die gleiche Zeit RA1Z3 

beanspruchen, wie oben be- Abb. 3. 

schrieben ?). 

Wenn wir fragen, wie aus einem Oszillogramm wie Abb. 3 die Nachhalldauer 
semessen werden soll, lautet die Antwort, daß Mittelwerte über große Zeitintervalle 
cenommen werden müssen. Da das Ohr die Intensität logarithmisch aufnimmt, ist es für 
kleine L.autstärken viel empfindlicher und gibt es die Interferenzen viel weniger aus- 
resprochen wie der Oszillograph. 













































































I) Ann d. Phys. 87, 145 (1928). 
2) Von F. Trendelenburg und anderen wurden Oszillogramme publiziert, die die hier be- 
schriebene Komplementarität gar nicht zeigen. Ich schreibe dies dem zu, daß beim Abklingen nicht 


exakt die gleichen Verhältnisse wie beim Anklingen vorlagen. — Prof. Zwikker hat in diesem Labo- 
ratorium eine Serie von Öszillogrammen aufgenommen, wobei mit der größten Sorgfalt exakt gleiche 
Verhältnisse zeschaffen wurden Alle diese Oszilloeramme zeizen genau die beschriebene Kom- 


plementarität. Auch ÖOszillogramme von Schindelin (Ann. der Phys. 2, 184, Fig. 18, 1929) zeigen sie. 
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8. Sabines Satz in anderen Gebieten der Physik. Wir haben den Sabine 
schen Satz als gültig nachgewiesen für Systeme, deren Gleichung durch Einführung eine: 
geeirneten abhängigen Veränderlichen in eine Form wie (1) gebracht werden kann, mit 
w eine beschränkte Funktion der Frequenz. 

Alle geschlossenen elektromagnetischen Systeme gehören zu diesem Typus (wobei 
sogar w unabhängige von ® ist). Wir können irgendeine Potential- oder Feldstärke- 
funktion als abhängige Veränderliche einführen und kommen immer zu Gl. (1). 

Hieraus folgt: Die Ab- oder Anklingungszeit in einem Hohlraume ge- 
füllt mit elektromagnetischer Strahlung von Frequenzen, hoch in bezug 
auf die niedrigste Eigenfrequenz des Raumes, ist proportional zum Raum- 
volumen dividiert durch die gesamte Absorption und unabhängig von der 
Form des Raumes sowie den Orten des Beobachters und der Quellen. 

Die Schwingungen von Saiten, Membranen, Platten usw. mit Energiezerstreuung 
proportional zum Quadrate der Geschwindigkeit werden beschrieben durch Gleichungen, 
ähnlich wie (1). Sabines Satz gilt also in diesen Systemen. 

Als Beispiel eines kontinuierlichen Systems, das Sabines Gesetz nicht beiolgt, 
betrachten wir eine Flüssigkeitssäule in einem Rohr, mit Energiezerstreuung durch Vis- 
kosität. Mit Stokes Theorie der viskosen Flüssiekeiten als Grundlage haben wir dann: 

ou O2 u O° u 

naar 0x0’ 
wo u die Geschwindigkeit, a und 5b von der Art der Flüssigkeit abhängige Konstante 
bezeichnen. 

Unter Berücksichtigung von 


u=v(t)e/®t und vbo)=rv(l) = 0 


finden wir Ind n? nı? br zı9\ 3 
ee FT all, Vi. R it 2) 
Es ergibt sich also, daß die imaginären Teile der wo, für n— » wie n? ansteigen. 
Da das asymptotische Konstantsein (d. h. Unabhängigkeit von n) des Imaginärteiles 
von o,„ in (7) für Sabines Satz wesentlich war, kann dieser Satz im vorliegenden Fall 
nicht gelten. ‘ 
Man kann natürlich auch andere Systeme angeben, die Sabines Satz nicht befolgen. 
Aus den vorhergegangenen Betrachtungen erhellt aber die allgemeine Bedeutung 
dieses wichtigen Satzes, der für die meistens vorliegenden mechanischen und elektrischen 
Systeme gilt. 14 


Eindhoven, April 1929. Natuurkundig Laboratorium der N. V. Philips’ 
Gloeilampenfabrieken. 


Weiterführung der Riemannschen Methode 
zur Integration der Differentialgleichung der gedämpften Welle. 


Von A. KORN in Berlin-Charlottenburg. 


Wir legen die Difierentialgleichung der gedämpiten Welle, hier zunächst im ein- 
dimensionalen Falle (Telegraphengleichung), in der Form 


0W ı 9?W 209W 9 1 e) 
m .—— ii — — ) = 
0x? ve? 92 ve 9° ( LC’ 4 al (1) 
zugrunde und führen sie in bekannter Weise durch die Substitution: 
Den ) 
W(zy)=c"w(5,n), $= - En meh .: » 
auf die Gleichung ww Om 
' 8 een 1% Be ı \ 
Og On 


zurück. Die Riemannsche Methode zur Integration dieser Gleichung für 


— a <$<+®, 0<n<+®, 
wenn 


0 
w und 7 fürn=0, -— » <i<+o 
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ereben sind, geht folgendermaßen vor: Nach (3) 


‚) die Relation: 


oO Ou Iw CO d 
-Iw<— —u :) w 
af- O& Oe) 07 ra 


Wir multiplizieren die Glei 
hung mit einem Flächenelemente 
© und integrieren über das (re- 
iet ®, dessen Randkurve 0 wir \ 
ine positive Umlaufisrichtung im 1 
ımeekehrten Sinne des UÜhrzeieers 
reben, so daß zwischen den 
Richtungskosinussen der Tangente 
0s(0X), cos(0Y) und den Rich 
tungskosinussen der inneren Nor- 








besteht 


u 


BR 


7 





malen cos (rt), cos (rY) die Rela- d 
tionen bestehen: 
x , \ Ew; Abb E. 
cos (v’XT) — cos (0% & . 


cos ((Yy) = + cos (0x) \ 


Wir können die Flächenintegrale in Integrale über 


erhalten: 
2) Ou Ow Ooyqu 
/ (w -— u ) cos (rx)do — [(w | 
e7- )& R Or 


> 


zo. 
J 


di 


e 


UWw\ 


{ 


Randkurve 
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‚ebiete ® mit ihren ersten und zweiten Ableitungen stetigen Lösungen w und u von 


) 
oY7 
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in einem 


(4). 








Ö 


Abb. 2. 


U ) cos (ry)do 
or \ 


verwandeln und 


(6). 


Es sei nun (Z,/T) irgend ein Punkt des Lösungsgebietes, wir ziehen durch diesen Punkt 


die beiden Geraden 
£— nr =Z5—-H... .(Ra), 


welche die &-Achse in den beiden Punkten 


Hi 


(=— Ho und (E+ IT. o 


schneiden, und wählen als Kurve © das Dreieck 


(5 MH, o) — Z. M, 0) 


(5 +-H,o) > (=, H) 
(zZ, 7 m (5 /I 
und als Funktion die folgende: 


u(S,n) 


l J 


wo Jo die Besselsche Funktion nullter Ordnung ist: 


Aiz)=1+ nl | : ) ” (,.) 


dann hat die Funktion x (S,n) in der Tat die Kigenschaft, 


() 
b) 


— „(in — HH)? — (E— 


( 


- 


‘ 


4 


-5 + H 


2) 


daß 


sie 


sleichung (3) genügt; es ist ferner auf den beiden Graden Il und IIl 


\ U (E, N) ww / 


 Ou ou auf 


) „ c08 (62) + 


6 7- Ion 


’ 


cos (oY) — () \ 


es ist weiter 


[1 


und 


cos vX)—=0, eos(tvy)=1 auf], 


cos (7X) = cos (rYy) = cos (0x) = — 
cos (9X) = — cos (vy) = — cos (07) — 


ınd wir können die Gl. (6) folgendermaßen schreiben 


+H 


[1] 


 oOu Ow\ ,x Iw 
7 On s 060 


2 . Nn=U : 
=—H 11 


‚der 


w(Z, HM) =! {w(Z 


cos (0% 


D 
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[1 
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uf 
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(7b), 


(I1), 
. (III) 


(8), 


(9), 


der Diiierential 


cos (oy) auf III, 


III 


/» 
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TI, 0) + w + IT, o} — I; | (W 


Ss —H 
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'0 


ou 


] ) 
( n 


do. 


uU 


dw 
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Urt 
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’ m E00 OD u e 
Das Problem ist so vollständig gelöst, da w und ür 7=0 gegeben sind, wenn in 
dr u 


‘ 


N EEE en ER 


übrigen für die gegebenen Funktionen die nötigen Stetigkeitseigenschaften vorausgesetzt 
: werden, worauf ich hier nicht näher eingehe. 

Auch die Lösung für den Quadranten 

(u 0 


I 





a ne 


Ow 2. 
unter der Voraussetzung, daß w und —— für n=0 
on 











Ss .-0, gegeben sind und w für$= 0, 7-0 verschwin 
det, macht keine Schwieriekeit; wir können das Pro- 
blem sofort auf das vorhergehende zurückführen, wenn 
wir auf der negativen Abszissenachse die Werte von 


O!W .. > 
we und so ereänzen, daß 


—_ 


ie Ri 





Tr reale € er rn ne 





)=—w(+50), 


(450); 

| on 

man erkennt dann unmittelbar, daß auf der positiven r7-Achse w verschwinden wird. 
Das sind alles Dinge, die bekannt sind, und die ich nur vorausstelle, um das 

Prinzip der Riemannschen Methode darzulegen, wie sie für die genannten Probleme 

bereits zur Anwendung gekommen ist Weit wiehtirer nun ist das bereits auf anderem 

Wege z.B. von Poincare und Picard und nach der Heavisideschen Methode gelöste 

Problem, bei welchem die Lösunz für den Quadranten 


are 


Abb. 3. 


or 


mer RE nn aan + 


Pape aTgeeT ep E22 I0E) 


- 
- 
S 0 


, Y 0 


eesucht wird, unter der Bedingung, daß 


are AR. mare Fi 


UWw » : / 
we, — or auf der Abszissenachse („=0) . . . . (12a) 
Or 





und daß w an der Ordinatenachse gegeben ist: 
vw=/f(n), (£ — 0) r . . . . . . : . (12b). 
Das entspricht z. B. Problemen, daß für eine einseitig unendliche Telegraphenlinie 
die zur Zeit 
t= 0 


in Ruhe ist, für S 0 zu jeder Zeit Spannung oder Stromstärke gegeben ist (also die 
Spannung bzw. Stromstärke am Eingang der Leitung). Um wieder allen Unstetigkeiten 
aus dem Were zu gehen, setzen wir Stetigekeit von 

'(y\ ( 

f(n) und f'’(n) 
voraus, ferner 


ötı0> 9 Er |; ©: ' 


Die Verbindung der Lösung dieses Problems und des vorhergenannten gestattet die 
lösung des allgemeinen Problemes für den Quadranten 


C 0, 0 


RER uw, = auf der Abszissenachse, w auf der Ordinatenachse 
0? 
sereben sind. Soviel mir bekannt ist, wurde die Riemannsche Methode nur auf das 
ersteenannte Problem angewandt, für das zweite stand die Lösung noch aus. Ich will 
hier zeigen, daß sie auch hier, allerdings unter Hinzunahme eines gewissen Kunstgrifies, 
zum Ziel führt, und ich will auch die Uebereinstimmung der Lösung mit der nach der 
Heavisideschen Methode sich ergebenden Lösung beweisen. 
Wir haben wieder die Abb. 3 ins Auge zu fassen und zu bemerken, daß 
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et a ee 


'w r 
vv 0, an |], w=f(n), an IV, 


(!Yy 


DuRT! 


wenn wir jetzt mit IV den Teil der Ordinatenachse von O0 bis (0, /7/— =) bezeichnen. 
Wir wollen 


TE mn 


H° 
voraussetzen, da ja 


w(Z,/N—=0, für MH: en 
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ntsprechend Abb. 2 evident ist. Indem wir die Gl. (6) auf das Viereck mit den Seiten 
II, III, 1V anwenden, ergibt sich: 


H—= 
v(Z,/M)='hw(0, H— 2) +! (wii ur.) dan, H—=>0, (14b). 
) Us Ol 


e 2 h REReR Ow 
er scheint nun für die Lösung eine Schwierigkeit vorzulieeen; man kennt —. nicht an 
Or 
" Ordinatenachse, andererseits ist das Problem durch die gegebenen Werte f(r) von w 
n der ÖOrdinatenachse bereits vollständie bestimmt '), die Formel (14b) scheint also zu- 
ächst unbrauchbar zu sein. Es ergibt sich nun aber foleender Ausweg: Wir betrachten 
ie Funktion 


0, (/I- = 0) \ 


a H--= | 
U ar kw, H—.2)-+!l (we), dn, (H—. & (15), 


ılso in der Formel (14b) nur die Summe der beiden ersten Glieder rechts, dann ist auch 
wie sich durch einfache Rechnung ergibt, Lösunz der Differentialgleichung: 


ET, oO) av 
_ — BER, . 3 et a A 
05°? OJl? 
la u=J()(r HT”? — (5-2) . a er 
Lösung der Gleichung ist; ferner 
a], P ae : 
u 0, —=-(0, (H=0, & 0 2 ee 1 ee 
a | ) ) 
ein tEa. . es 


es muß daher wegen der bekannten Eindeutigkeit unseres Problems 
v(z,H)='"hw (5,4) (20) 


sein, und wir erhalten für die Lösung w unseres Problemes die beiden Ausdrücke: 


H—= 
w(Z, MW) = f(H- 2) 4 If) 2; BL \ 1), 
u (H—Z=0) 
w(=,H)  — 62. uU dn ER (22), 
. 05 & ==0 
v) 
Em fl. DE od ) BEER DE ; > 3 


21) (23) lösen das gestellte Problem und 22) (23) ein zweites Randwertproblem. Wir 
werden nun sehen, daß, wenn wir jetzt mit Hilfe der Substitution (2) wieder zu der 
Gleichung der gedämpiten Welle übergehen, fast ohne weitere Rechnung die Lösungen 
'oleen, wie sie mit Hilfe der Heavisideschen Methode erhalten werden. Das Problem 


?W 1 0%W 20o0W 
—— — | 


? BEE 
öx° u? Of v? 01 
bei den Bedingungen 
oW Ä : 
W=ü", —0, t=0) W=egftl, k=0) .... (25) 
erhält nach (21), (23) die Lösung: 
W=0, (t=vt) \ 
/ / ' 
x / . x 
NH z ix Jo (iv | (t -7) Z— ;) 
Br (t-) | v ” er 
Weg (' BR. e 0 [. u gq (7) - dt, (2 vt) (26), 
V UV ’ 
v (t - 7)’ — -, 
2? 


') Bei der hier gemachten Voraussetzung, derzufolge vw mit seinen ersten Ableitungen stetig 
ein soll. 


( 
2) :0, Z=0 verschwindet. 
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“ 

{ 

| wir haben aber auch nach (22), (23) die Formeln: 

a 

| | W 

\ ” 4 / CO j . | >) x’ u \ 

Ww ie ( ), (X vt . A —ı) Pe u 2: 0 Jo (ie ] (£ —— ty, — ;) d T, (X uf) (27 J. 
i (x 4 - \ - 

0 

| Berücksichtigen wir, daß nach den Gleichungen für Spannung und Stromstärke: 

j ‚V 7 

| y ( (O @| ol j 

RJ+L I — AR, ee 
| | ox er; 0x 27; 

\ 3 bei Vernachlässigung der Ableitung, V und J beide der Gl. (24) genügen, so ergibt sich, 
wi wenn wir zunächst für W die Stromstärke J setzen '), nach (27) das aus der Heaviside- 
4 | schen Theorie foleende Resultat: 
| | t— x/ 

13 y Par ,V/ © \ (2 

1 | J=0, (z=vt), J=Covle Y' (7) Jo ie] t— 2 — ) dr, (2 <vt) (29). 

| \ \ v 

1 e 

wi | Wenn wir für W die Spannung V setzen, welche für = 0 als @(t) gegeben ist, 
| | ergeben die Formeln (26) das auch aus der Heavisideschen Theorie folgende Resultat: 

| | 

i | V=-0. (x vlt), 

i | t— r/ı , / x? 

j i ' . 27 pr ixJo (ie ] (t-— r)? — ;) 

j | | u \ f x o ‚Co a. D \ on\ 

| | | | e lt — + f, | g (ft) dr, (<vt) (30). 

| | V al / u . 

| \ 0 Ve-»- 

| 53 

Interessant ist, wie man die Formeln (26) und (27) zur Lösung der allgemeineren 

| (Gleichungen ’ ' ' . 

z i eV oO [@) re) 

_ = RJ+L-., —; =G6GV+C (31), 
OX It ÖX ot i 
| bei denen die Ableitung @ der Leitung besücksichtigt wird, verwenden kann: 
i | In diesem Falle genügen V und J der Telegraphengleichung: 
i j ' ' \ | 
| | 0W u aW 0? W 
2 h „= RG NW + (CR+ IL G) + CL . . . . . (32), 
| Ox" 07; 6 
welche durch die Substitution Ri: 
GE 
\ auf die frühere Form w 1 9° w 20 0w Q 
Di ) 





oebracht werden kann, wo nunmehr 


v”—= CL, 















(35). 
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i Wir setzen noch: 


o="n(7 +2). ee et et ee 


und können jetzt, wenn W für 2=0 als Funktion g(t) gegeben ist, für W die beiden 
foleenden Formeln nach (26) und (27) aufstellen: 














i r N. 
| W=-0, «=vn); 
| . u 
i 4 ’ (4 - ix Jo’ (io Ve-%- ;) (37 
\ = . x Oo u e > VD“ En 34) 
i / e G (’ + % g (7) dt, (2- . 
DV DV. / u , 
0 Ve-9-°, 
3 
3 
i und t—ılı 
| j a i - (t—7) 9W . E . x’ 
W=0, (vi); W -v I. r r—=0 Jo (ie Yu-- ;)ar, (2 <vt) (38). 
: VG: 18 T v’ 
v 
') Für den Fall, daß für r= 0 die zeitliche Ableitung der Spannung V gegeben ist: 
| oV 10), 


| = — 


Of ze CB 


(T). 


u ee te er rer ABTEI GERETEN 
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tzen wir jetzt für W die Stromstärke J, unter der Voraussetzung, daß V für 2 =0 als 


ınktion @ (f) gegeben ist, so ergibt sich aus (38): 


t— x/v r 


0, @>vt); J=vlleg rege ’ 
N) 


de 


PR’; Er 
Jo (ie l t— tr)?’ — ‚) dr, (*<vt) (39). 
g 


etzen wir für W die Spannung V, so ergibt sich aus (37): 


4 - 
V=(0, a>vt); 


t x/o 


RR 2 .) ix Jo’ (ie Ve-»-%) | 
l« v | T) nu d | 


; p( 7, (X er (40). 
/ 7 
“ € ze. 
U 
Wir sehen also, daß die grundlegenden Formeln (39) und (40) auch in sehr eleganter 
Weise mit Hilfe der Riemannschen Methode abgeleitet werden können. 42 


Be o 
Ve ° 9(t-) + \ 


VO V 


Fehlerabschätzung für das Differenzenverfahren zur Lösung 


partieller Differentialgleichungen. 
Von $. GERSCHGORIN in Leningrad. 


ie vorliegende Arbeit gibt eine genaue Abschätzung der Fehler, welche bei der 
Lösung der linearen partiellen Differenzengleichungen von elliptischem Typus 


mittels des Differenzenverfahrens entstehen. 


1. Einige Sätze, betreffend einen speziellen Typus von Differenzenglei- 
chungen. Es sei auf der 2%Y-Ebene ein quadratisches Gitter gegeben, welches von zwei 
Geradensystemen 

z—=-Mm-+ih, y=Yy-+kh......:...W 
gebildet is, wo 3 und k ganze 
Zahlen und Ah eine positive Zahl ist. Yı 


Die Schneidepunkte (i, k) | 
der Geraden (1) werden im folgen- er) 
den als Gitterpunkte bezeichnet. v7 3 Er ou 
Stellen wir uns einen geschlossenen 
Rand S vor, welcher von den 
Seiten der Gitterquadrate gebildet 
ist (Abb. 1), so bezeichnen wir die s 
auf S liegenden Gitterpunkte als ! 
Randpunkte, und die im Innern des 
von S umrandeten Gebietes X lie- N 
renden als innere Punkte. 

Es sei allen inneren und 
Randpunkten des Gebietes X ein RA3.] ee 
System von Zahlen u;,. zugeordnet. 

Wir beweisen folgenden Satz. Abb. 1. 


Satz I. Es gibt ein und 
nur ein System von Zahlen u;., welche in allen inneren Punkten der Differenzengleichung 
































u 





., 
S 
Fayı 
—t— 
In 
u 
In 




















— 
| 
I 
] 




















N 





lix u)=sVr Ur — kr W-ı,5 — Pir Urıza — ir Usa ° Ok Uya+ı Bla. «+ (2), 


renügen und auf dem Rande die vorausgegebenen Werte «= u;, annehmen. Dabei 
wird vorausgesetzt, daß die Größen v;x, x, Pix, Fir, Oix und £, in jedem inneren Punkte 
regeben sind und den Bedingungen 

rr>0, Pr>0, r>0, m>0, vr Zt PirtFint din .» (3) 
renügen. 

Die Beziehung (2) gibt ein System von n Gleichungen mit n Unbekannten, wo n 
ie Zahl der inneren Punkte ist. Im Falle, wenn alle 4,.=0 und w.=0, hat dieses 
Gleichungssystem die evidente Lösung „= 0 in allen inneren Punkten. Wir zeigen 
ogleich, daß diese Lösung die einzig mögliche ist. Dazu machen wir die entgegen- 
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gesetzte Annahme, daß noch eine im Innern von K von Null verschiedene Lösung w 
existiert. Dann wären zwischen den inneren ';x-Werten ein größter B und ein kleinste 
db vorhanden, wobei B>0 oder b<0. Es soll, zum Beispiel, der erste Fall gelte: 
Dann könnten wir einen inneren Punkt (i, k) so finden, daß in ihm w;.—=B, aber i 
mindestens einem mit ihm benachbarten Punkt «<B. Denn sonst wären alle «x = B 
was den Randbelingungen x“; — uwr—= 0 widerspricht. Wenn aber (i,k) ein solche 
Punkt sei, so wäre in ibm ;, («) > 0 gegen die Annahme 4.— 0. Ganz analog steheı 
die Verhältnisse auch im Falle 5 <0. Daraus folgt, daß keine zweite Lösung möglic) 
ist, daß also die Determinante des Gleichungssystems (2), wo 4«—=0, wr—= 0, von Nul 
verschieden ist. Da aber diese Determinante von 4. und ,,. gar nicht abhängt, so is! 
damit der Satz in seiner vollen Allgemeinheit bewiesen. 
Satz II. Wenn die Größen ,. in allen inneren Punkten der Bedingung ') 
u ra er a 


und in den Randpunkten der Bedingung u;. 0 genügen, so ist auch in allen inneren 
Punkten %;x 0. 

Es sei in einigen inneren Punkten «,<0. Dann wäre aber ein innerer Punkt 
vorhanden, in dem w;, den kleinsten Wert 5 <0 annimmt, während mindestens in einem 
der benachbarten Punkte «>Db. Dann wäre aber /;. (u) < 0, was mit der Bedingung (4 
in Widersprach steht. Damit ist der Satz bewiesen. 

Satz III. Sind im Gitter zwei Größensysteme %;, und ©, gegeben, wobei in 
allen inneren Punkten 


l;x (v) l;x (u s . . . . . . . . . (5) 
und in allen Randpunkten v;x tx, So ist auch in allen inneren Punkten v;, U;k- 
Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem bevorstehenden, wenn wir bemerken, daß 
die Ungleichung (5) den Unrgleichungen 1; (u—v 0, x (u+v) 0 ägqnivalent ist, und 
daß auf dem Rande wir — vi 20, wa + viRr=20 ist. 


2. Das Differenzenverfahren zur Lösung partieller Differentialgleichungen. 
Der Operator !; des vorigen Abschnitts kann in folgender Form dargestellt werden: 


Ä x h? 
lix (w) y ik+ il r 5 i Ju } ie (air i 


Falls die w;x Werte einer Funktion v (X, Y) sind, welche im Gebiete K sowie auf 
seinem Rande S sämtliche beschränkte Ableitungen bis zur 4-ten Ordnung einschließlich 
besitzt, kann man eine einfache Beziehung zwischen /;ı («) und einem entsprechenden 
Differentialausdruck /, (u) ableiten. 

Die Anwendung der Taylorschen Reihe gibt nämlich 


oO 
) 9? 


ur 
Urn + %-1. = 2ur + A’ 


2 
Ox” 
h’ 


U +1, — U-1,: = Ih u: - 
ep; 6 + Ix’ 


und ähnliche Ausdrücke für w,.+1ı + Uya-ı und %y,a-+ı tt; »-ı. Hier bedeutet 


Hu. . j \ . i 
den Wert von _ in einem Punkte der Strecke, welche die Punkte (,k) und @ + 1,%k 
OX 


verbindet, usw. 
Stellen wir die Ausdrücke (8) usw. in die Formel (6) ein, so kommen wir zu deı 
gesuchten Beziehung: 
ı«(u) = — h’Lilu) + Rulu) : » :» 2 2 220.0), 


I) Der Operator l;x (u) ist bier, wie auch im folgenden, als den Bedingungen (3) genügend vor 
ausgesetzt. 
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) ( ‚2 Uik ( )2 Urk de Uik { ik 
Lix (u) = (ik le: a. Ber ver A;x + er — — Ger Un, 
Ox Uy x { y « 
nd 
24 1 \ ‚4 N 
h} /O U ;rL1jk Vu 1.r\ /’O’u } i e7° 8: 0 \ 
si+l1, E BE. FrL ih | 
R; I (u) = dik | — ) H Ci.k [ + ) ee 
24 \ Oxt Ox! J \ Oy! Oyt / 
(3 3 3 3 
h' O u; ir1ı% VO 4. 1.) [0 uU; | k+1 O u; k.k 2 
an dir | + —— + 0 ae + Ei. 4: A 
13 B Ox? Or’ Oy‘ ’ y? / 


Es sei jetzt eine Funktion f(x,y) gesucht, welche in einem Gebiete Aı der 
y Ebene der elliptischen Difierentialgleichung !) 


a i 
iN)=a!x., ! PB I 1 pe r N i : (11) 
0x Oy' 0x oy 
renügt und auf dem Rande S, dieses Gebietes die vorausgegebenen Werte f annimmt. 
Hier sollen a,c,d,e,g und ? gegebene Funktionen von X uud y bedeuten, wobei a > 0, 
:>0 und goZ> 0°). Ohne in die Einzelheiten einzugehen, setzen wir im folgenden vor- 
aus, daß die Funktionen a,c,d,e, g und £, sowie die Randbedingungen von solcher Natur 
sind, daß die gesuchte Funktion f(x,y) eindeutig existiert und im abgeschlossenen Ge- 
biete Äı beschränkte Ableitungen bis zur 4. Ordnung einschließlich besitzt. Schlagen wir 
in K, ein quadratisches Gitter der oben beschriebenen Art ein, wobei Ah so klein sei, daß 


. . r dh .. . . u . a) f 
im ganzen Gebiete Ah TRoz und <.c, so können wir zur Funktion f die Formel (9) 


- 


anwenden und kommen damit auf die Relation 


lad —-htı + Ralf) . » : .: "2... 

Die Operatoren /;; und R;x sind hier nach den Formeln (6) und (10) definiert, 
wobei durch air, Cik, dik, eixk, gix und t;x die Werte der entsprechenden Koeffizienten im 
Punkte (ik) bezeichnet sind. In diesem Fall werden wir sagen, daß der Operator l;k von 
dem Differentialoperator (11) stammt. 

Zur angenäherten Berechnung der Funktion f soll das Differenzverfahren verwendet 
werden,” dessen Idee im folgenden besteht. Wie führen einen neuen treppenartigen Rand 
S ein, der möglichst nahe zu Sı und im allgemeinen ganz innerhalb des letzten liegt, 
außer eventuell einzelner Eckenpunkte (Abb. 1), die keine Rolle in der Rechnung spielen 
können. Das durch S begrenzte Gebiet sollen wir, wie früher, mit X bezeichnen. Wir 
führen in K ein System von Größen Fix ein, welche in allen inneren Punkten der Diffe- 


renzengleichung Bier: = 2er nr KA 


genügen und auf dem Rande S vorausgegebene Werte Fr annehmen. Die Werte Fi 


sollen dabei so gewählt werden, daß sie möglicherweise mit den entsprechenden f-Werten 
übereinstimmen. Nun seien die Größen Fi;;, welche durch diese Bedingungen auf Grund 
des Satzes I eindeutig bestimmt sind, als angenäherte Werte der Funktion f(X,y) in den 
entsprechenden Punkten angenommen. Das Problem ist damit auf die Auflösung des 
linearen Gleichungssystems (13) geführt. Wir gehen jetzt zur Abschätzung des dabei 
begangenen Fehlers über. | 


3. Abschätzung des Fehlers der angenäherten Lösung. Die maximale ab- 
solute Größe des Fehlers F;ir — fix auf dem Rande S sei durch u bezeichnet, so daß 


Fir — fir ET) Ki 
In allen inneren Punkten des Gebietes X genügt der Fehler der Beziehung 
lıı(F—-f)=- — Ri (f) a Er a ns ae 


welche aus den Beziehungen (12) und (13) folgt. Berücksichtigen wir noch die Formel 
10), so können wir schreiben 


1, N (F u f) : h 


) 
12 


| Mi (an+ cn) + 2 Mi (idu + |eik } u (16), 


I) Bekanntlich kann jede lineare elliptische Differentialgleichung in eine solche Form gebracht 


erden. 
2) Der Fall negativen und absolut genommen nicht zu großen g kann in gewisser Weise auf den 
ier zu besprechenden zurückgeführt werden. Die Betrachtungen können auch auf den Fall des Vor- 


c2f 
ındenseins des Gliedes c in der Differentialgleichung (11) verallgemeinert werden, Wir ver- 
Uxtly 


ichten aber, hier darüber nähere Ausführungen zu bringen. 
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wo Ms und M, entsprechend die maximalen absoluten Beträge der Ableitungen 3. un 
4. Ordnung der Funktion / (in der z- und y-Richtung) im Gebiete Äı und auf seiner 
Rande S, bedeuten. Diese Größen, wie oben vorausgesetzt, existieren. 

Zur Fehlerabschätzung wird von uns eine spezielle Methode verwendet, die al 
Majorantenmethode bezeichnet werden kann und deren Grundgedanke im folgenden besteht 


Es sei die Abschätzung der Größen $;x gesucht, welche im Gebiete X den Bedin 
gungen!) genügen 


l;x (£) Eik, E;k A . . . e . . . ° (17), 


wo A und &x gegebene nicht negative Größen sind. Gelingt uns eine beschränkte Funktioı 
Z (&2,y) so aufzustellen, daß im Gebiete X 


lk(lZ) SS ii ’ . . . j . ; . ° . (18), 
TE en 


so ist die gestellte Aufgabe gelöst, denn dann hätten wir auf Grund des Satzes III in 
jedem inneren Punkte die Abschätzung 


nu 
- 
- 


Z 
ıK Jıkv 


Die Majorante Z(x,y) kann in folgender Weise hergestellt werden. Es sei W (%, y 
eine Funktion, welche im Gebiete X, der Diiferentialgleichung 
EM) m- 1 .;. .: 2 2... n .: + BD 
genügt und auf dem Rande $Sı verschwindet. Auf Grund der im Abschnitt 2 über die 
Kunktion f gemachten Voraussetzunzen können wir schließen, daß um so mehr die so 
definierte Funktion W existiert und im abgeschlossenen Gebiete A} beschränkte Ableitungen 
bis zur 4. Ordnung einschließlich besitz. Die Funktion W hat kein negatives Minimum 


oW ow 0 Wo W. -0 und 


_— y + 


Ox ’ Oy ’ Ox° Oy? 
folglich L(W) 2:0 wäre, was aber der @l. (20) widerspricht. Daraus folgt, daß W=0 
in A), sonst wäre ein negatives Minimum nicht zu vermeiden. 
Wir behaupten nun, daß die l"unktion 


im Gebiete X}, da in diesem Punkte W<0, 


== Ü 


Zi, yY)=iA+W (xy) PR ner A 


h? — 12 IN (a + c) + 2 N; ( d + e')] 


wo X; und N, entsprechend die maximalen absoluten Beträge der Ableitungen der 3. und 
4. Ördnung von W im abgeschlossenen Gebiete X, sind, die gesuchte Majorante liefert. 
Das Zeichen ( )uax Soll hier, sowie im folgenden, den maximalen Wert des in den Klam 
mern stehenden Ausdrucks im Gebiete A, bedeuten. Dabei wird A selbstverständlich 50 
klein vorausgesetzt, daß der in Klammern stehende Nenner positiv ausfällt. 

Verwenden wir nämlich zur Funktion Z (x,y) die Beziehung (9) und berücksichtigen 
noch die Formeln (20) und (10), so kommen wir leicht zu der Ungleichung (18). Ebenso 
ist die Ungleichung (19) auch erfüllt, da Z=A im ganzen Gebiete Xı und damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Auf Grund dieser Ueberlegungen bekommen wir für den Fehler Fir— fix im 
ganzen Gebiete Ä, die Abschätzung 


Fır— fi u+ R? N 
12 


max 


M;,(a+c) -2Ms(:d’+ie ) 
h’IN;,(a+c)+2N;(d'+ e “ 
wo N der größte Wert der Funktion W in Ai ist. 

Damit noch die Abschätzung der Größe u möglich wird, müssen die F;+-Werte einer 
gewissen Regel gemäß ausgewählt werden. Wir setzen beispielsweise voraus, daß Fix in 
jedem Punkte (ik) des Randes S gleich dem /-Werte in dem nächsten Punkte (x',y') des 


Randes $S, angenommen wird, d.h. FHı=f(x,y). Dem Lagrangeschen Satze nach 
haben wir dann 


Fix —fir = |f(%,y) — fix = Mıh, 
wo Mı der maximale absolute Wert der ersten Ableitung von fin Ä, und # die Ent: 
fernung zwischen den Punkten (i,k) und (2,y') sind. Ersichtlich ist W = Ven, so daß wii 
u— 2 Mıh setzen können und damit gelangen wir zur folgenden endgültigen Abschätzung 
!) Hier sowie im folgenden wird vorausgesetzt, daß der Operator Iix von einem Differential 
operator vom Typus (11), der allen im Abschnitt 2 gestellten Bedingungen genügt, stammt. 
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M;,(a+c)+2M;(d + e) 
12 —#’ N; (a + c) + 2 N; ( d > 6 ) max 
Wir bemerken noch, daß im Falle, wenn alle Gitterpunkte des Randes S auf S$ı 


‚gen, kann man offenbar Fir — fir setzen und damit « — 0 machen. 

Die Formel (22) zeigt, daß der Fehler im allgemeinen aus zwei Teilen besteht, 
‚bei der erste (von Ordnung Ah) von der Veränderung des Randes herrührt, während der 
dere (für genügend kleine k von der Ordnung Ah?) durch den Uebergang zu der Diffe- 
nzengleichung bedingt ist. Jedenfalls, bei A—0, streben beide Teile zu Null, und 


f 


—>fir. Damit ist die Konvergenz des hier beschriebenen Differenzenverfahrens bewiesen). 


Fr— fa =V\2MA+mN( 


4. Fehlerabschätzung für Sonderfälle der Differentialgleichung (11). In 
anchen Sonderlällen der Differentialgleiehung (11) gelingt es, Majoranten von sehr ein 
‚cher Form zu bekommen. 

Wir setzen zunächst voraus, daß die Koeffizienten der Gl. (11) im Gebiete A}, der 
edingung 

a c d e =. ER 
+. - - >d iD te 
p q pP q - 
enügen, wo p und g Halbaclısen einer Ellipse 7’ sind, welche das ganze Gebiet A, um 


'aßt und so orientiert ist, daß die p-Halbachse der x-Achse und die g-Halbachse der 


Achse der xzy-Ebene parallel sind. In diesem Falle liefert die Funktion 


Fr - 1 & j 2 ) 
Zay=A+ — h (x x) (y y ") | 
re 2h’la c d e! g L p‘ q’ ) 
4 ’ in ze. 
p' g‘ p q 2 / max 


x. und y. die Koordinaten des Mittelpunktes C' der Ellipse 7’ sind, die Majorante für 


lie Größen S;x des vorigen Abschnittes, wie leicht zu verifizieren ist ?). 


Daraus folgt die Abschätzung des Fehlers Fir — fix für diesen Fall: 


F;; fir > h’ IM, (a 1 c) + 2M (d + e ) | (24) 
24 a ( d e g 


» ” ’ 2 . 
pP’ q p q 5 a 
Wenn d=e=y=6, d.h. im Falle der Differentialgleichung 


02 f FE 


Ü, „ + r . . . . . : . a 25) 
2 Iy“ 
die Bedingung (23) stets erfüllt, und wir kommen damit auf die Abschätzung 
oO 9 92 
- | y“ ’ a+c 
l k fir 4 M: e. h ( z .) 26 
24 ag’ + cP"/ max 


Setzen wir noch in (26)p =g = r (die Ellipse 7’ geht dabei in einen X, umfassenden 


‚reis vom Halbmesser r über), so bekommt die Abschätzung eine Form, die direkt von 
en Koeffizienten der Differentialgleichung (25) nicht abhängt: 


Pr — fu u + Mh A er 
24 
Die Formel (27) stimmt mit der früher von mir gefundenen Abschätzungsformel 
die Laplacesche Differentialgleichung überein °). 
Wir betrachten nun den Fall, wenn die Koeffizienten d und e der Differential 
eichung (11) im Gebiete Ä} positiv sind, und die Bedingungen 


) Die Voraussetzung der Existenz der vierten Ableitungen im abgeschlossenen Gebiet K, ist füı 
Konvergenzbeweis selbst nicht nötie. Es genügte dazu nur die Existenz der dritten oder sogar der 
iten Ableitungen vorauszusetzen (vergl. z. B. die Arbeit von R. Courant, K, Friedrichs und H. Levy: 
fferenzengleichungen der math. Physik«, Math. Ann. Bd. 100, S. 192). Alle diese Fälle unterscheiden 
aber stark in bezug auf die Fehlerabschätzung. Während in dem oben betrachteten Fall der Fehler 
sesehen von «) eine Größe der Ordnung h? war, wird derselbe von der Ordnung Ah, falls nur die dritten 

ieitungen existieren. Wird endlich nur die Existenz der zweiten Ableitungen vorausgesetzt, so bleibt 
rhaupt die Frage der Fehlerordnung-Abschätzung offen. 

x— x? y-—y.)?] 
| Bi 

p’ q“ l 


*) Man kommt am schnellsten zu dieser Majorante, indem man Z(ix.y)=/4+ A 


ee 


1; 


und dann den Koeffizient Ä aus der Ungleichung (18) bestimmt. 
°) »Ueber die angenäherte Integration der Differentialgleichungen von Laplace und Poisson,* 
d. Polytechn. Inst. zu Leningrad, T. XXX, 1927 (russisch mit deutschem Resum&). 


24 


jr IE EN WET TTTER 


EB ERETTT 


TE 


nr 


Zu, 


I GEEIEET IITRTT 


WEIT TEEIIT TER E- 


DEHELELT E 








Ei > ne 























En Do 


an nr er En ee 


re ln a nn 


ne re DELETE EI ET RE Dr RE BET RE EEE ea ET ET TEEN 


u 


re en 


ELITE OR vi 





ER ne EERETRE 


De EEE EEE 











en 


De = 


de a ar 


— 


En A 


ae 


ne 


BR nA nn 


de nd ba en en Is 








Ztschr. f. anzı 


378 Gerschgorin, Fehlerabschätzung für das Differenzenverfahren Math. und Me 
c 1+2y2)g d / | 
+ al +— —V29>0.. . . (28) 
p q' 2 p q 
erfüllt sind. Dabei gilt als Majorante für die &, die Funktion 
\ a ) % —x.)' —1.) 2lx-x 2(y-y.) | 
Zay)=A+-—- | ı+2y2— 3 _. , - En y-: | 
2 h’ a c (1 +2 l 2)g L pP 7 p q 
+ 
p’ g’ p4 max 
1 7 i ern T u! 
* (1 2 
h d e p q 
“ 29 
D q / max 
we. 2 M,#h*, 
wo « 0, N: 0 und I tn Nehmen wir 6;,,. = (air + Cir) un 
M; h' 12 
M«— ,. (dat ex.) an, so kommen wir zu folgender Abschätzung des Fehlers i 


diesem Fall: 


h’ [ / Fr 
F\ > Au — (1 t 2] 2) M;| Ach. -4V2M; u - (99 
. | a c (1+2Y2g) . e V2s 
p‘ q" 2 " max p 4 / ax 


Der Fall, wenn die Funktionen d und e, obwohl nicht beide positiv sind, doch ihr: 
Vorzeichen im Gebiete X, behalten, kann auf den früheren reduziert werden, indem wir 
die Richtungen der entsprechenden Koordinatenachsen umkehren. Dabei bekommen wiı 
auf Grund der Formel (29) die Abschätzung !) 


2 1 a-+tc / 
T;ı u —4 h (\ +-2V2)M, : +4V 2 M3 


/ 


d ? Ee 
24 a c (1+2Y)2)g dı e V29 


> 


p’ g” ) BR Wo q ınax 


— 


y 
F 
iR 


Setzen wir hier p=g=r und g=(, so sind die Bedingungen (28) erfüllt und 
wir bekommen wieder die Abschätzung in einer von den Koeffizienten direkt nicht ab 


hängenden Form 


2 h? | M«7 

Fir — Sal Su + —|(1+2V2)M+4V2 \ 
24 L r] 
Es sei noch bemerkt, daß wenn das Gebiet Ajı in Richtung einer der Achsen 

unendlich ausgedehnt wird (d. h,, wenn p—== oder g—»), bleibt noch der Fehler F,. — f 


wie aus den Formeln (24), (25) und (30) zu ersehen ist, beschränkt. 


5. Auflösung der Differenzengleichung (13). Fehlerabschätzung. Die wirk 
liche Auflösung des linearen Gleichungssystems (13) kann nach einem Iterationsverfahren 
durchgeführt werden, wie es H. Liebmann?) für den Spezialfall der Laplacesche: 


Differentialgleichung gezeigt hat. Diesem Verfahren nach nimmt man bekanntlich ein 


. 2.0: . (0) R (N . 
willkürliches System von Werten F}, (wobei am Rande F'V, =F;,) welche nachher nach 


einander verbessert werden, wobei zur Verbesserung des Wertes im Punkte (i,k) die 
gerade diesem Punkte entsprechende Gleichung (13) benutzt wird. Mit anderen Worten, 
die (» + 1)-te Annäherung wird aus der r-en nach den Formeln 


get j = FE ) = l; + RA? ae Fe 
Z (a; + Cik) ‘ 
berechnet. Daß dieses Verfahren konvergiert, kann in derselben Weise gezeigt werden, 
wie es bei Liebmann in seiner schon erwähnten Arbeit geschehen ist. 
Es ist wichtig zu bemerken, daß die oben entwickeite Methode uns die Möglichke 
bietet für jede angenäherte Lösung Fi. der Differenzengleichung (13), welche auf de: 
Rande S mit der genauen zusammenfällt, den Fehler F;. — F,. abzuschätzen. Daz 


berechnen wir die Größen 


1) „LV) . Le N) 
IF) (vtisHR) . . (81) 


l; (F') + h?tı. == O4 ; ; ; ; } A ; ö r (32) 
in allen inneren Punkten des Gebietes X. Auf Grund der Beziehungen (13) und (3 


haben wir dann 
lix (F me F) =— (x 


e 4 - 
!) Die zweite der Bedingungen (28) nimmt in diesem Fall die Form t - V2:s >00: 


p 4 


9) »Ueber angenäherte Ermittelung harmonischer Funktionen,« Sitzungsber. d. Bayer. Akad., 191 
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allen inneren Punkten, wobei am Rande Fi! — Fu=0 ist. Die oben gefundenen 


joranten können nun unmittelbar zur Abschätzung des Fehlers F\. — F}. benutzt werden, 
iem wir &,= 6;,. und vr = (0 setzen. 


Betrachten wir, zum Beispiel, den Fall, wenn die Bedingung (23) erfüllt ist, so 
:ommen wir die Abschätzung 


(33). 


Fall, wenn die Koeffizienten d und & ihre Vorzeichen im Gebiete S behalten, und die 
te der Bedingungen (28) erfüllt ist, gilt die Abschätzung 


+37; o 


2 h? ( c (1 +2 V2)39 
p‘ ; gq® 2 max 
Als Beispiel zur Anwendung dieser Formeln betrachten wir den folgenden Spezial- 
fall. Es seid=e=g=0( undp=g=r. Wir setzen voraus, daß die Berechnung der 
nach dem oben beschriebenen Iterationsverfahren mit der Genauigkeit bis zur n-ten 
telle nach dem Komma einschließlich durchgeführt und zu Ende gebracht worden ist. 
)ann genügen die dabei erhaltenen Werte Fix, wie aus der Formel (31) leicht zu ersehen 


der Beziehung 
la (F}) + A’ ts 


2 (air + cix) 


V;] 


wo 0;7 0,5 + 107", so daß ok = 2 (ax + cix) Yir. Die Formel (33) gibt nun in diesem Fall 


r® 


Ih 


Es sei beispielsweise r—=2, h=0,1, n=2. Dann ist Fir — Fix = 1, wobei in 
ungünstigen Fällen das Gleichheitszeichen gilt. Wir ersehen daraus, wie groß dieser, 
gewöhnlich unberücksichtigte Fehler werden kann. Im allgemeinen zeigt die Formel (34), 
daß mit der Verkleinerung der Maschenweite A die Genauigkeit der Rechnung wachsen 
muß, wenn der Fehler Fix — Fix in denselben Grenzen bleiben soll. 


Die hier verwendete Abschätzungsmethode kann auch bei anderen Typen von 
Gitternetzen, sowie auch bei gewissen Differentialgleichungen höherer Ordnung durchgeführt 
werden, wie es in meiner schon erwähnten Arbeit für die Diiierentialgleichung J/f=!t, 
sowie J?f=t, gezeigt worden ist. Es sei hier das Ergebnis erwähnt, daß für diese 
Differentialgleichungen bei Benutzung regulärer Dreiecknetze der Fehler nur eine Größe 
‚on der Ordnung Ah’ (abgesehen von u) ist. Analoge Abschätzungsmethoden sind auch In 
neiner Abhandlung'): »Elektrische Netze zur Lösung der Laaplaceschen Differential- 
sleichung« verwendet. 


Fir Fi’ 10” he 


6. Zahlenbeispiel. Bei praktischer Anwendung unserer Abschätzungsformeln 
ımmen wir auf die Notwendigkeit, die Größen M; und M, (manchmal nur M,), die in 
iesen Formeln vorkommen, zu bestimmen. Obwohl das nach den gegebenen Randbe- 
'ngungen prinzipiell möglich ist, gibt es heute im allgemeinen keine genügend gute 
ethode zur Abschätzung dieser Größen. Indem wir hier auf diese Frage, welche schon 
ır sich von theoretischem Interesse ist, nicht eingehen, bemerken wir nur, daß es im 
gemeinen für die Praxis genügen wird, die Größen M; und M, erst nachträglich aus 
'r erhaltenen Lösung mit Hilfe der Differenzenrechnunrg zu bestimmen’). Es gibt aber 
ille, wo nicht nur eine Abschätzung, sondern die genaue Bestimmung von M, (welche 
bei allein in Frage kommt) von vornherein möglich ist. Gewiß sind solche Fälle am 
sten zur Beurteilung der Güte unserer Fehlerabschätzung geeignet. Im folgenden soll 
einfaches Beispiel dieser Art durchgerechnet werden. 

Es handelt sich um das Torsionsproblem für einen Zylinder, dessen Querschnitt X 
Rechteck mit den Seitenlängen 1 und 2 darstellt (Abb. 2). Die Frage führt bekanntlich 


') Zeitschr. f. angew. Physik, Moskau, T. VI, H.3—4, 1929 (russisch mit deutschem Resum£:). 

2) Wenn es nicht auf den Konvergenzbewels ankoınmt, genügt es, unter M; und M, die Maximal- 
(ge der entsprechenden Ableitungen auf den inneren Maschenseiten des Gitters in der Richtung 
er Seiten zu verstehen. 
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Er 





auf die Bestimmung einer Funktion /(x,y), die im Innern von X der Differentialgleichu 
02 f n2f 
J=--,+ - 


ÖXx O1“ 


= — 1 genügt und auf dem Rande S den Wert Null annimmt. 


Ja 





. 











Abb. 2. 


Die gesuchte Funktion f ist im ganzen Gebiet X, sowie auf dem Rande S, auß: 
den Eckpunkten 0, 1, 2, 3, regulär. Um das Verhalten der Funktion in einem diese: 
Punkte, z. B., im Punkt 0, zu untersuchen, setzen wir 

54.3 l 

f(x.y r® (1 cos 2 @) - 5 r"(logr-sin29 +9-cos2 9) +u(x,Y), 
wo r—Vx?+ y* und () arctg y/x ist. 

Da Alr? (1 cos29)]=—ı und Alr’(loer' sin29+9-cos29))—=0 ist 
genügt die neu eingeführte Funktion x (#,y) der Differentialgleichung Ju=0. Dabh 
nimmt sie, wie leicht zu ersehen ist, an den Seiten Ol und 02 des Randes S den Weı 
Null an. Daraus schließen wir, daß « (x, ) sich regulär im Punkte 0 verhält’). Folglich 
kann die Funktion f im Punkte 0 in der Form 


Y)— - 2 logr-sin29 +©-cos29)+ Ult,y) . . . (5). 
7T 
dargestellt werden, wo U(x,%y) eine im Punkte O0 reguläre Funktion ist. Ganz analoge 
Verhältnisse‘ finden in den übrigen 3 Eckpunkten statt. 

Da die vierten Ableitungen von f im Bereich der Ecken, wie aus der Darstellung (3: 
leicht zu ersehen ist, unendlich groß werden, kann unsere Abschätzungsmethode auf die 
Funktion / nicht unmittelbar angewandt werden. Die Schwierigkeit kann jedoch beseitigt 
werden, wenn wir 

ade) : «2 285 
setzen, wo 
p (x. Yy) | (logr-sin2%+ ©-cos2 Q) +r,?(logrı  sin2@, +, cos2C9)+ | 


I 
r,? (log ra » sin 20, + © » cos 2 9) + r3?(logrz sin 29, + 9; cos 2 9;)) \ 


ist (die Bedeutung der Größen 1, Oı,r3... ist aus der Abb. 2 klar). Die Aufgabe ist 
damit auf die Bestimmung der Funktion v geführt, welche sich im ganzen abgeschlossene 
Gebiet X regulär verhält, der Differentialgleichung 


0, 4% ee 


geniiet und vorgeschriebene Randwerte v» — — @ besitzt. 
Die Größe M, für die Funktion v kann in folgender Weise bestimmt werden. Aus dbeı 
aLzer ALT 4 ) tn : 
Gl. (38) folgt: / © —J/ "—0, Der Maximalwert von - und - liegt also au! 


xt I y* IX 'y 


4 


r® (ver: sin2% + 0©:cos? o) ist der Imaginärteil der Funktion zZ?logz, wo z=x+ iy. 


u(x.y) ist nämlich dem Realteil einer Funktion von der Form m + aı z’+a, +... glei 
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- 2 . e)* D Qt v 74 v Otyp 234 v 4, 
Rande 8. Wir haben weiter: Foo. „a atx— =, folglich ist ; — 
Or: Orc OxOy’ Oyt Ox 0Oy' 
allen Punkten des Bereiches X. Da aber auf dem Rande die Funktion v® und Y 
ımmenfallen, findet in allen Randpunkten die Gleichung 
o* V ot+ ) Oft org 
Ort Ay SL Oy! 
Nun ist?) 
1 f 9 7 9 92 
yo= — — J[z?logz + zı’log 2 + %?’log + 2?log2;]|, 


7T 


s—=c-+ N Yı = (1 — r)+i Y, 3=1,+ N Y=it+ 2 (1 — 1} und 3er, +? = 
ı—x)+(1— 9%). Wir haben also 


2 l JE z’ log z ı d'’zı?’logzı , d'zu log 2° 4 d' z3? log 23 | 

Bu 1 dz' dzı* dz,* d z;* | 
2 E 1 1 1 4 xy xı Yı x2Y3 x3 43 | 
s | en Ya ee as ENG 2 1 2 Tu CH, I 212 | ° 
7ı ı.2 2 23 23° _ (x +y ) (xır+yı ) (xy’+ ) (x3?+ y3°)°J 


ese Größe‘) erreicht ihren maximalen Betrag in den Mittelpunkten der langen Seiten, 
sie gleich — 2/z ist. Wir haben folglich 


Mı = ?2/n. 


ır Bestimmung der Funktion v» machen wir vom Differenzenverfahren Gebrauch. Die 

Werte können dann nachträglich nach der Formel (36) bestimmt werden. Für den Febler 
— Fix — fir = Vixr — vi,?) liefert die Formel (26) die Abschätzung 

<_ rd Mi 


ii\=7, a 
p’+g’ 12 


Sr 


Setzen wir in diese Formel den oben gefundenen Wert von M,, sowie p=®, 


'/s ein, so bekommen wir endgültig 
un h? 


ih pe a £ 
24 rn 


Ur 
I 


In der folgenden Zahlentafel sind einige Werte von A und = (Fehlerschranke) zu- 
mmengestellt: 





h | 0,50 0,25 0,20 0,10 





= | 0,00332 0,00083 0,00053 0,00013 


Unsere Rechnung wurde für den Fall A = 0,25 durchgeführt. Die Ergebnisse sind 
folgenden zusammengestellt, wobei es wegen der Symmetrie genügt, nur ein Viertel 
e8 Rechtecks zu betrachten. 


Zuerst bringen wir die nach Formel (37) berechneten Werte von y in Form der 
senden Zahlentafel an: 


1,255975 — 0,940744 — 0,736845 — 0,621972 - 0,584807 
1,183757 — 0,886220 - 0,693254 — 0,583749 0,548173 
— 0,728699 — 0,567927 —— — 0.472625 — 0,441271° 


ı, J{ ] pedeutet Imaginärteil von [ |]. 


Q, . xU 
#) Wir machen darauf aufmerksam, daß z. B. _— 
| (x? + y?)” 


; der Rechteckseiten zustrebt, welcher Fall hier gerade nur in Frage koınmt. 


> 0, wenn der Punkt (X, y) dem Punkt 0 


%) Fır und Vix bedeuten entsprechend die durch das Difterenzenverfahren gefundenen angenäherten 
von f und v. 
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Weiter wurden die angenräherten Werte V;x. der Funktion » aus der zugehörig 
Differenzengleichung b=4V;: VYı-ıı V;i+1.4 Vix-ı -— Vixrsı - Ye =0 | 
rechnet. Sie lauten 


1,255975 1,006776 0,834119 0,732620 0,699136 
1,183757 0,937256 0.767291 0,667361 0,634408 
0,728699 0,567927 0,472625 0,441271 


Daraus ergeben sich folgende angenäherte Werte für die gesuchte Funktion 


[=g 
0) 006603 0,09727 0,11065 0,11433 
0 0,05104 0.07404 0,08361 0,08623 
() (0) 0) U 


Es wäre jetzt interessant, die erhaltene Lösung mit der genauen zu vergleichen 
Die letzte lautet): 
Ia,y)= ,. 7 Ss (- 1)" eosh(2n+1)ıx 


/ / 
| > cos (2rn+1)%Y (39). 
8 2° 2 n—0(2n +1)? eosh(2n+1)n ); 


7T 
Aus dieser Formel ergibt sich der exakte Wert von f im Mittelpunkte des Recht 
ecks zu f„ = 0,11387. Der Vergleich mit dem oben gefundenen angenäherten Wert zeigt, 
daß der Fehler in diesem Punkt gleich 0,00046, was wirklich unter der errechneten 
Schranke 0,00083 liegt. 
Durch dieses Beispiel wird die verhältnismäßig hohe Genauigkeit unserer Fehler 
abschätzung sowie des Differenzenverfahrens selbst gut bestätigt. 


In der Praxis wird man sich meist damit begnügen, die Funktion f aus der zu 


gehörigen Diiierenzengleichung unmittelbar zu bestimmen. In dieser Weise gelangt man 
zum folgenden Wertsystem für die Fix: 








0 0,064 23 0,94903 0,10854 0,11211 








0,04975 





0,07227 0,08193 0,08462 


0) Ü Ü e () 








Der Fehler im Mittelpunkt beträgt jetzt 0,113857 — 0,11211 = 0,00176 und ist fast 
viermal so groß wie vorher. Auch in diesem Falle kann die Fehlerabschätzung im vo: 
aus durchgeführt werden. Dazu bemerken wir, daß /=g-+-v, so daß 


Fehler von f = Fehler von v + Fehler von 9. 


Nun ist der erste Summand rechts, wie wir gesehen haben, = 0,00083. Der Fehle: 
von 9, d.h. die Differenz zwischen den exakten und den aus der Differenzengleichung 
4 gi — Fi —ı,k — Pit1,k — Qi,k—- 17 Qi,rk+ı = 0 erhaltenen Werten von 9, kann, da 
bekannt ist, »unmittelbar berechnet werden. Er ist in diesem Fall kleiner als 0,0022 
so daß der gesamte Fehler die Größe 0,00306 nicht überschreiten kann. Der wirklic! 
Fehler ist hier merklich kleiner als diese Schranke, da sich seine beiden Bestandtei 
wegen entgegengesetzter Vorzeichen teilweise aufheben. 34 





'!) In der Formel (39) ist der Koordinatensprung als in den Mittelpunkt des Rechtecks verschobhe: 
vorausgesetzt. Vrg. Love, Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, 4-th Edition, $ 221. 
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Über die Singularitäten der Elastizitätstheorie. 
Von P. NEMENYI in Berlin. 


Aus dem Institut für Technische Strömungsforschung der Technischen Hochschule Berlin.) 


1. Einleitung; Einflußlinien für Fachwerkstäbe. Bei einem statisch bestimmten 
ıchwerk wird bekanntlich die Einflußlinie für irgendeine Stabkraft in der Weise ge- 
eichnet, daß man den zu untersuchenden Stab entfernt denkt und der so entstandenen 
inematischen Kette eine Bewegung dadurch aufzwingt, daß man die Endpunkte des be- 
itigten Stabes um die Strecke 1 einander nähert; die Komponenten der Verschiebungen 
les einen Gurtes in einer bestimmten Richtung y geben die Kinflußlinie der Stabkraft 
ir eine auf diesem Gurte wandernde parallel mit y gerichtete Einzellast. Kürzer können 
vir auch sagen, daß das Verschiebungsfeld des Fachwerks aus der erwähnten zwang 
äufigen Bewegung im passenden Maßstabe das »Einflußfeld« für die Stabspannung aus 

einer Einzellast darstellt, wobei der Sinn dieser Ausdrucksweise aus obigem ohne weiteres 
klar ist (Abb. 1«@). Bei dem statisch unbestimmten Fachwerk wird die Einflußlinie bzw. 
las Einflußfeld für eine Stabkraft wie folgt dargestellt: Man denkt sich den zu unter- 
suchenden Stab durchschnitten und an den Stabstümpfen zwei Kräfte +1, —1 angreifend; 
das zu dieser Belastung gehörende Verschiebungsfeld stellt im passenden Maßstabe das 
Kinflußfeld für die Stabspannung für 
eine wanderndeEinzellast dar(Abb. 1). 
Es ist sehr naheliegend, aber 

bis jetzt offenbar noch nicht beachtet 
worden, daß sich die gesuchten Ein- 
flußlinien bzw. Einflußfelder ganz un- 
abhängig davon, ob es sich um statisch 
bestimmte oder statisch unbestimmte 
Fachwerke handelt, auch in folgender 
Weise herstellen lassen: Man lasse 
das Gefüge des Fachwerks völlig un- 
verändert und bringe an den Enden 
des zu untersuchenden Stabes zwei 
entgegengesetzt gleiche Kräfte +1, 
-1 an. Das zu diesem Gleichge- 

wichtssystem gehörige Verschiebungs- 
feld des Fachwerks stellt in passendem 
Maßstabe das Einflußfeld der ge- 
suchten Stabkraft für eine wandernde 
Einzellast dar (Abb. 17). Charakte- 
ristisch ist für diese Darstellungsweise 
also, daß man an dem unveränderten 
lragwerke ein Gleichgewichtssystem 



















von Lasten anbringt, im Gegensatz 

zur üblichen Methode, wo erst gewisse . Pi 
Aenderungen an der Anordnung des Y | 
Tragwerkes im Gedanken vorgenom- ’ 

nen und an dem geänderten Trag- Abb. 1. 

werk gewisse Einwirkungen ange- Erzeugung von Eivnflußfeldern für Fachwerkstabkräite. 


bracht werden. 

In der vorliegenden Arbeit stellt sich Verfasser in erster Linie die Aufgabe, für 
beliebige ein- und zweidimensionale massive elastische Gebilde dasselbe zu leisten, was 
hier für das Fachwerk vorgenommen wurde. Es sollen also alle Einflußlinien, Einfluß- 
ächen bzw. Einflußfelder für die inneren Kraftgrößen als elastische Linien, elastische 
"lächen bzw. Verschiebungsfelder für passend gewählte Gleichgewichtsgruppen von 
iußeren Kräften dargestellt werden. Da aber bei einem Massivkörper die inneren Kräfte 
nur auf einen Punkt bezogen angegeben werden können (im Gegensatz zum Fachwerk, 
wo für einen ganzen Stab eine einzige Angabe genügt), so wird sich zeigen, daß diese 
Gleichgewichtsgruppen von Kräften ebenfalls in einem einzigen Punkt angreifend gedacht 
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werden, also in »höhere Lastsingularitäten« ausarten müssen. Einzelne dieser Singulari 
täten sind schon, von anderen Fragestellungen ausgehend, durch andere Autoren be 
trachtet oder gestreift worden, die meisten mußten neu eingeführt werden. 

Es wird zwischen den verschiedenen elastischen Wirkungsgrößen (Verschiebungen 
Winkeländerungen, inneren Kraftgrößen) einerseits und den vermöge des Einflußfeld 
begriffes ihnen dual zugeordneten Singularitäten andererseits eine allgemeine Gegenseitig 
keitsbeziehung abgeleitet, die den Maxwellschen Satz von der Gegenseitigkeit der Ver 
schiebungen als Sonderfall in sich schließt. 

Es zeigt sich ferner, daß diese durch den Einflußfeldbegrifi den einzelnen elasti 
schen Wirkungen zugeordneten Singularitäten sich zur synthetischen Lösung der Rand 
wertaufgaben der Elastizitätstheorie eignen. 

Letztere Anwendung der neuen Betrachtungsweise wird im nachfolgenden nur ge 
streift bzw. für gewisse einfache Sonderfälle mitgeteilt; die ausführliche Darstellung muß 
einer weiteren Arbeit vorbehalten bleiben. Die vorliegende Arbeit bildet hierzu eine 
wesentliche Vorarbeit: Das innere Kraftfeld, das durch die konzentrierten Lastsingulari 
täten verursacht wird, muß eingehend studiert werden, da aus diesen »Elementarlösungen« 
dann die Lösung von Randwertaufgaben aufgebaut werden soll, ganz ähnlich wie aus 
den Strömungsfeldern von konzentrierten Doppelquellen usw. die Lösung von Umströmungs 
aufraben aufgebaut wird. Die maßgebenden Singularitäten der Elastizitätstheorie sind 
allerdings ihrer Natur nach um ein bezw. zwei Stufen höherer Ordnung als die Doppel 
quelle, also die Spannungsfelder, die von den den elastischen Wirkungen dual zugeordneten 
Singularitäten verursacht werden, klingen wesentlich schneller ab als die Stromfunktion, 
die durch eine Doppelquelle verursacht wird. 


Die erwähnte Belegung mit Quellen, Wirbeln, Doppelquellen (Doppelwirbeln) hat 
sich in den letzten Jahren als ein außerordentlich fruchtbares Mittel für die Lösung von 
technisch wichtigen Randwertaufgaben der Hydrodynamik und für die zielbewußte Ver- 
besserung von Widerstandskörpern erwiesen. An dieser Entwicklung ist das Institut für 
technische Strömungsforschung der Technischen Hochschule Berlin in ausschlaggebender 
Weise beteiligt. Herr Professor Dr.-Ing. Föttinger, der Leiter des Instituts, hat ge 
meinschaftlich mit dem Verfasser den Entschluß gefaßt, zu versuchen, ähnliches für die 
mathematische Elastizitätstheorie zu leisten, und die vorliegende Arbeit bildet den ersten 
Schritt zur Verwirklichung dieser umfassenden Aufgabestellung. Bei der Auffindung der 
zu dem gesetzten Ziele einzuführenden neuen Singularitäten der Elastizitätstheorie habe 
ich dann gemerkt, daß dieselben auch die von mir seit vielen Jahren gesuchte allgemeine 
Darstellung der Einflußlinien und Einflußflächen der inneren Kraftgrößen als Biegelinien 
und Biegeflächen liefern, wodurch unter anderen die Lastscheiden von Platten sich durch 
bloße Anschauung, also schon ohne jede Rechnung angenähert angeben lassen. 

Herr Professor Föttinger, der mir die Arbeit ermöglicht hat, hat sie durch sein 
reges Interesse und durch wertvolle Anregungen gefördert, und ich möchte ihm hierfür 
auch an dieser Stelle bestens danken. Ebenso danke ich herzlich Herrn Dr.-Ing. Fritz 
Weinig, der mir bei der ganzen Arbeit, besonders aber bei dem geometrischen Studium 
der Trajektorienfelder mit wertvollen Ratschlägen an die Hand gegangen ist. 

Kapitel 2 wird dem eindimensionalen Problem gewidmet, mit besonderer Rücksicht 
auf aus geraden Stäben bestehende, lotrecht belastete Balken- und Rahmenwerke, Kapitel 
3 und 4 dem zweidimensionalen Problem (Plattenbiegung bzw. Scheibenreckung). Das 


Schlußkapitel enthält einen kurzen Ausblick auf weitere Anwendungsmöglichkeiten der 
neuen Betrachtungsweise. 


2. Das eindimensionale Problem. Den Ausgangspunkt der ganzen Unter 
suchung bildet der Maxwellsche Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen oder 
von der Symmetrie der Verschiebungsfunktion. Bei einem eindimensionalen Traggebilde 
sei die Verschiebung an der Stelle © aus einer Einzellast, die an der Stelle & wirkt, 


mit we (x &) bezeichnet. Dann besagt die erwähnte Symmetrieeigenschaft nichts anderes. 
als daß: 


w (x.&) 





un w (2,8 r=a. 
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Hieraus folgt zunächst: 
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)ie linke Seite bedeutet nichts anderes als die Neigung der Biegelinie an der Stelle a 
nfolge einer Last 1, die an der Stelle « angreift. Die rechte Seite läßt sich aber offenbar 
vie folgt deuten: Nehmen wir links und rechts um d/2 von der Stelle a eine Last P 
zw. — Pan, so ist die zugehörige Durchbiegung an der Stelle «: 


Plw(x,a + d/2) — w(x,a— d/2)] RE [w(x,a-+d/2) —- w(x,a—d/?) 
| de E z=u d za=0 
äßt man nun d abnehmen und dabei P so wachsen, daß P-d=1 bleibt, so gehen die 
‚asten in das Grenzgebilde iiber, das als äußeres Angrifismoment (Einzelmoment, Dreh- 
moment siehe Abb. 2) von der Größe 1 bekannt ist. Dabei geht die Durchbiegung in 


“U .. 
„je: a über. 


Es ist daher offenbar, daß die Einflußlinie für die Biegelinienneigung an einer 
bestimmten Stelle durch die Biegelinie eines an dieser Stelle wirkenden äußeren Einzel 
momentes dargestellt wird. Die Ableitung dieses wohlbekannten Satzes der in der Theorie 
der vielfach statisch unbestimmten Systeme, sowie in der Misesschen Darstellung der Theorie 
der rotierenden Welle eine wesentliche Rolle rpielt, mag als Vorbild zur Ableitung 
meiner neuen Einflußlinienzusammenhänge dienen. 

Aus der Gleichung 

[rw z el Has w (x,a+ d) -?w(x,a) + w(x,a d)| 
7 2 a ae ds Ja | d® su 
=aua . a 

läßt sich genau auf demselben Wege folgern, daß die Einflußlinie für die Biegelinien 
krümmung bzw. für das Biegemoment einer bestimmten Stelle a in passendem Maß- 
stabe dargestellt wird durch die Biegelinie, die zu jener an der Stelle « angebrachten 


BE A n - Zn DJ? Eu, | u 
L = / M pi u A | Pr I = \ D > 7 .I1i- 7 - fi L 4 2 I | " | 


Abb. 2. Abb. 3. Abh. 4. 
Einzelmoment. Doppelmoment. Doppelangrifi 


—- 
Zn 

















Singularität gehört, die aus der nebenstehend dargestellten Gleichgewichtsgruppe von 
Lasten durch Grenzübergang lim d = 0 mit der Nebenbedingung P-d’—=S$ entsteht. 
Abb. 3.) (Doppelmoment.)') 

Genau in derselben Weise kann man nachweisen, daß die Einflußlinie für den 
Gradienten der Krümmung — bei konstantem Querschnitt zugleich die Einflußlinie für die 
Querkraft — eines Trägers in einem bestimmten Punkte als Biegelinie für eine Singularität 
I. Ordnung hergestellt werden kann, die als Grenzgebilde der nebenstehend angedeuteten 
Gleichgewichtslastgruppe definiert wird, wobei der Grenzübergang liimd=0 mit der 
Nebenbedingung Pd? = konst. = U durchzuführen ist. Wir wollen diese neue Singularität 
als »Doppelangrifi« bezeichnen. (Abb. 4.) 

Sehen wir zu, was für Momenten- und Querkraftsverteilungen durch die neuen 
Singularitäten verursacht werden. Wir müssen dabei aus den definierenden Lastgruppen 


) Das Doppelmoment ist von anderen Fragestellungen ausgehend schon früher in der Elastizi- 
titstheorie eingeführt worden. Es sei hauptsächlich auf Kärmäns und Seewalds zweidimensionale 
Balkentheorie (Th. v. Kärmän, Ueber die Grundlagen der Balkentheorie; F. Seewald, Die Spannun- 
zen und Formänderungen von Balken mit rechteckigem Querschnitt. Abhandlungen aus dem Aerodyna 
ischen Institut an der Techn. Hochschule Aachen, Heft 7) hingewiesen, wo eine »Elementarlösung« aus 
zwei entgegengesetzt gleichen FEinzelmomenten definiert und auch als ein Elementarstreifen einer 
Momentenfläche angesprochen wird (letztere Art der Definition führt bei statisch unbestimmter Lagerung 
uf Widersprliche). Ferner benutzt auch Trefftz in seiner Knicktheorie ganz ähnliche Elementarlösungen. 
\usgehend von der Einzellast ist wohl das Doppelmoment erstmalig vom Verfasser eingeführt worden, 
ler auch diese Wortbildung dafür vorgeschlaren hat. Diese charakteristische Gruppierung von Einzellasten 
vurde, allerdings bei Beibehaltung endlicher Abstände — unabhängig vom Verfasser — schon in seiner 
nveröffentlichten Dissertation (Techn. Hochschule Berlin) von St. Szegö betrachtet und als statisch 
ınbestimmte Größe bei der Behandlung gewisser hochgradig statisch unbestimmter Systeme eingeilihrt 
Vergl. auch die im Druck befindliche Arbeit von Szegd: »Ueber die Berechnung hochgradig statisch 
ınbestiminter Systeme« (»Stahlbaue). 
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ausgehen und den Grenzübergang durchführen. Das Ergebnis für einen beiderseits teil- 
weise eingespannten Balken konstanten Querschnittes ist in Abb. 5 angegeben. Man sieht, 
daß ebenso wie sich eine konzentrierte Einzellast in der Momentenfläche als Knick, ein 
konzentriertes Einzelmoment als Sprung sich äußert, das konzentrierte Doppelmoment in 
der Momentenfläche als ein unendlich hohes, unendlich schmales Dreieck, also als eine 
konzentrierte »Last« und ebenso das konzentrierte Doppelmoment in einem »Drehmoment 
zum Ausdruck kommt. Wenn man nun diese Momentenflächen als Lastflächen be- 
trachtet, so erhält man die von unseren Singularitäten verursachten Biegelinien, die 
laut obigem in passendem Maßstabe die Einflußlinie für das Biegemoment und die (uer- 
kraft liefern. 


m in Auf diese Weise kann 
ne ee Bi man die einzelnen Einfluß- 
fu" a er linien unabhängig voneinan- 


der und von den Stützmoment- 
| einflußlinien ermitteln. Die 
4, graphische und rechnerische 
Ausarbeitung und weitere Ver- 
HT 7707017 folgung dieses Gedankens 
h Man se lh-&) habe ich gemeinschaftlich mit 
N 0 u =. Alk Herrn St. Szegö an anderer 
Stelle ausführlich dargelegt, 
! worauf hier nur hingewiesen 
werden soll?). 
PPFTTTrTrTrrerere3 EBEOT An dieser Stelle sei zu 
ka) ra den ermittelten Momenten- 
und Querkraftflächen nur eine 
a grundsätzliche Bemerkung ge 
| y fügt. Wir sehen, daß unsere 
| u Sinrgularitäten auch außerhalb 
ihrer Wirkungsstelle wesent- 
, 7 liche innere Kräfte hervor- 
I-ffj U a ern ET rufen. Dies ist nur scheinbar 
R 1 ]%,- "75 FF im Widerspruch mit dem De 
Saint Venantschen Prinzip 
über die »elastische Gleich- 
wertigkeit eng zusammen 
JÄEL BET ZB liegender, statisch gleichwerti- 
” ger Kraftsysteme«, denn un- 
sere Singularitäten sind mit 
solchen Nebenbedingungen 
Abb. 5. Momente und Querkräfte aus einem Doppelmoment und abgeleitet, die das Abklingen 
aus einem Doppelangrifl in einem elastisch eingespannten Balken. der Wirkung schon in un- 
mittelbarer Nähe derselben im 
allgemeinen unmöglich machen. Dagegen hat der Balken mit konstantem Querschnitt eine 
bemerkenswerte Sondereigenschaft. Wenn man nämlich vom Doppelangriff auf demselben 
Wege um noch eine Ordnung höher schreitet (Abb. 6), so kommt man tatsächlich zu einer 
Singularität, die, wie man sich leicht überzeugt, außerhalb ihrer Wirkungsstelle überhaupt 
keine inneren Kräfte hervorruft. Dieser Zusammenhang läßt sich ganz besonders an- 
schaulich erkennen bei der Polaren-Darstellung der Einspannmomente aus den Singulari- 
täten, die ich an anderer Stelle mitteile?). Aus dieser Darstellung sieht man nämlich 
sofort, daß jeder weitere »Hodograph« verschwinden muß. Bemerkt sei jedoch nochmals, 
daß dies nur eine Sondereigenschaft des Balkens mit konstantem Querschnitt ist, die 
übrigens nicht nur für die konzentrierte Singularität gilt, sondern auch für die ent- 
sprechende Lastgruppe mit endlichen Abständen soweit sich dieselbe ganz innerhalb eines 
Feldes befindet. 


















































ME IM. SUMME, WOMEN, MUB: SMMEN: ANE) DUB GEM SUEN DM 


I) St. Szegdö und P. Nemenyi: Ueber eine allgemeine Methode zur Darstellung von Einfluß 
linien von Balken- und Rahmentragwerken. Im Drucke bei »Stahlbau«. 


-) P. Nemenyi: Zur graphischen Darstellung der Beziehungen an elastisch eingespannten Balken. 
Diese Zeitschrift (im Druck). 
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Ich habe in einer Tabelle') die Durchbiegung, Neigung, Biegemoment und Quer- 
kraft den denselben dual zugeordneten Singularitäten gegenüber gestellt. Bemerkt sei, 
daß die Zuordnung vermöge des Einflußlinienbegriffes eine völlig eindeutige ist, daß 
jedoch die Lastgebilde, aus denen eine bestimmte Singularität durch Grenzübergang ab- 
geleitet werden kann, sehr mannigfach gewählt werden können. Beispielsweise könnte 
das Doppelmoment statt aus drei Einzelkräften, wie wir es getan haben (oder aus zwei 
Einzelmomenten), auch etwa aus der nebenstehend angedeuteten, stetig verteilten Gleich- 
gewichtsbelastung (Abb. 7) abgeleitet werden, wobei aber als Nebenbedingung für den 
Grenzübergang lim d = 0 statt P-d’—= S natürlich p - d’= $ treten müßte. 

Durch die höheren Singularitäten wird der Lastbegrift verallgemeinert, und dies führt 
dann auf eine weitgehende Verallgemeinerung des Maxwellschen Satzes auf folgende 
Weise: Aus der Symmetrie des Kernes ı (x!) folgert man allgemein 

ID, .w(x. &].=.a = [D. „uw (%,S)]r = 


. 
A - A 


= 


, 
wobei D),,: irgend eine beliebige nach x und $ vorgenommene Diiierentialoperation bedeutet 
c)3 0° 
(Wenn man z.B. D,. =; — wählt, dann ist D,,. = ——— ) 
j Öx O5 S oe Ox' 
Wenn man jetzt die Bedeutung unserer Singularitäten berücksichtigt und der Kürze 
halber mit r,s irgendwelche Wirkungsbegriffe, mit Z%, S die denselben dual zugeordneten 


Singularitätenbegrifie bezeichnet, dann folgert man aus obiger Symmetrieeigenschaft 
folgenden verallgemeinerten Reziprozitätssatz: 
































4 
a 2 n L 
+ - 
D N d 
pl -+| sl -| 
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PA=Z kah-at ad x er ME 4 
? u r a s 
ad ; ‘ | er 
Ahb. 6. Abb. 7. Abb. 8. 
Singulärität 5. Ordnung, Gegenseitigkeit der Wirkungen. 


Die Linie der Wirkang r einer an der festen Stelle « angeordneten Singularität S 
stellt im passenden Maßstabe die Ein!lußlinie der Wirkung s der Stelle « für eine wan 
dernde Singularität AR dar. 

Wenn die Begriffe r, s identisch gesetzt, also die Differentialoperation D symme- 
trisch gewählt wird, dann läßt sich der so gewonnene Sonderfall als ein Satz der »Gegen- 
seitigkeit der Wirkungen« ausdrücken: S—= 1 an der Stelle « wirkend, ruft an der Stelle 
a eine ebenso große Wirkung s hervor, wie $=1 an der Stelle a wirkend an der Stelle « 
hervorrufen würde. Nehmen wir beispielsweise das Biegemoment in Augenschein. Während 
für eine wandernde Einzellast eine Gegenseitigkeit der Biegemomente nicht gilt, gilt für 
ein wanderndes Doppelmoment eine Gegenseitigkeitsbeziehung (siehe Abb. 8) für die 
Biegemomente. Ebenso gilt für einen wandernden Doppelangriff der Satz der Gegen- 
seitigkeit der Querkräfte. 

Die den einzelnen inneren Kraftgrößen dual zugeordneten höheren Singularitäten 
gestatten die Lösung gewisser Randwertaufgaben in neuer, einfacher Weise durchzuführen. 
Da ein Doppelmoment einen Knick, ein Doppelangriff einen Sprung in der Biegelinie 
verursacht, so kann man von einem durchlaufenden gelenklosen Balken auf einen solchen 
mit einem wirklichen Gelenk dadurch übergehen, daß man an der betreffenden Stelle 
ein Doppelmoment von passender Größe einschaltet, auf einen Träger mit Parallelgelenk 
durch Einschaltung eines Doppelangriffes von passender Größe. Wollen wir nun an 
einer Stelle einen Balken vollständig frei legen, so müssen wir an der betreffenden Stelle 
ein Doppelmoment und einen Doppelangriif anordnen, und deren Größe aus der Bedingung 
bestimmen, daß an der Stelle sowohl das Biegemoment als auch die Querkraft verschwinden 
müssen. Man kommt auf diese Weise auf ein ganz einfaches System linearer Gleichungen, 
mit deren Hilfe man eine statisch unbestimmte Aufgabe auf eine solche von noch höherer 
statischer Unbestimmtheit, jedoch weitgehenden zyklischen oder rekursiven Symmetrie- 
eigenschaften zurückführt. Besonders wichtig erscheint von den mannigfachen Anwen- 


I) P, Nemönyi: Ueber eine neue Singularitäten-Methode für die Elastizitätstheorie. (Vorläufige 
Mitteilung über vorliegende Arbeit, diese Zeitschrift 1929, S. 488.) 
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dungen, die hierfür möglich sind,* die Bebandlung des durchlaufenden Rahmens mit 
endlicher Anzahl gleicher Felder. Man kann nämlich dieses Gebilde nach obigem auf 
den Rahmen mit unendlich vielen gleichen Feldern zurückführen. Letzteres Gebilde läßt 
sich“ bekanntlich "mit Hilfe des Festpunktverfahrens behandeln, wobei die Festpunktbe- 
stimmung durch Rekursion 

auf eine einzige Gleichung 

2. Grades zurückgeführt wer- 

den kann. Der Uebergang 

auf das Tragwerk mit einer 
endlichen Anzahl von Fel- 

dern verlangt in diesem 

a Falle nur die Auflösung 
eines Systems von vier 

linearen Gleichungen; ja 

| | | | es läßt sich sogar leicht 
A | | einsehen, daß mit Hilfe 
| des von Andr& unter dem 

| | | | Namen BR U-Verfahren aus- 
gebauten Kunstgrifis der 

& r Belastungsumordnung das 
7 8 Gleichungssystem mit vier 
ET. Unbekannten sich durch 
4 zwei Gleichungssysteme mit 
je zwei Unbekanten ersetzen 
läßt. Man kann auch so 

Pig vorgehen, daß man ein für 
allemal die Festpunkte des 
r Rahmens mit endlicher An- 
zahl von Feldern auf jene 

mit unendlicher Anzahl zu- 
' rückführt (dies ist in neben- 
° stehender Abb. 9« für den 
einfachsten Sonderfall: den 

frei aufliegenden Balken auf 

|, graphischem Wege durch- 
ne ne a un geführt; der Beweis dieses 
BERUFT EFRONRR Verfahrens kann auf Grund 
obiger Bemerkungen ohne 
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Abb. 9 (a, $, y). Beispiele für die Behandlung eindimen- Abb. 10. 
sionaler Randwertaufgaben mit Hilfe der Singularitäten. Drehpaar, 





Schwierigkeit erfolgen). Die Theorie des Rahmenwerkes mit endlicher Anzahl gleicher 
Felder, die sich auf den hier gegebenen Grundlagen außerordentlich einfach aufbauen 
läßt, soll an anderer Stelle ausführlicher dargelegt werden. 

In Abb. 9% ist ein offenes turmartiges räumliches Rahmenwerk dargestellt. Es 
läßt sich auf das geschlossene Tragwerk mit zyklischer Symmetrie zurückführen. Hierzu muß 
aber ojienbar außer den obigen schon behandelten Singularitäten auch noch jene Singularität 
eingeführt werden, die dem Verdrillungsmoment dual zugeordnet ist (Drehpaar) (Abb. 10). 
Man kommt so auf zwei Systeme von je drei lineare Gleichungen mit je drei Unbekannten. 

Die Theorie des elastisch gebetteten Balkens läßt sich mit Hilfe des Doppelmoments 
und Doppelangrifis auf den elastisch gebetteten Balken von unendlicher Länge zurück- 
führen (Abb. 97). Diese Darstellungsweise ist im wesentlichen völlig aequivalent, jedoch 
anschaulicher und einfacher als die Zimmermannsche Theorie, in der die Zurück- 
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führung auf den unendlich langen Balken mit Hilfe gewisser fingierter Zwängungen (Vor- 
gänger der Volterraschen Distorsionen) bewirkt wurde'). 

Für die Behandlung solcher Aufgaben, in denen axiale has a 
Kräfte eine Rolle spielen (Bogenstellungen usw.) muß noch die der As1zı 
Axialkraft zugeordnete Singularität 2. Ordnung: Zug- (Druck-) Pol 
eingeführt werden (Abb. 11). Abb. 11. Druck (Zug) pol. 


3. Die $ingularitäten der Plattenbiegung. Wir betrachten in diesem Kapitel 
nur ebene, durch senkrechte Lasten auf Biegung beanspruchte Platten. Die Analogie 
zwischen Balken- und Plattenbiegung ist eine außerordentlich enge, so daß die Darstellung 
der Einflußflächen als Biegeflächen für die Lastsingularitäten in aller Kürze klar gemacht 
werden kann. 

Es scheint, daß bisher die Darstellung der Einflußflächen für die Krümmungsgrößen 
und die inneren Kraftgrößen der Platte noch gar nicht versucht wurde, und daß dement- 
sprechend bei der Platte über die Betrachtung der Singularität 1. Ordnung (Einzellast) und 
der Singularität 2. Ordnung (das von Nadai in der Plattentheorie eingeführte und be- 
handelte Einzelmoment, auch eingeprägtes Drehmoment genannt), bis jetzt nicht hinaus- 
gegangen wurde. | 

Aus dem Zusammenhang [w (z, y, $, 7)|, _ yo lw (x, y,$, 3 SOMMER „a folgt ohne 


’ 
— U - 


weiteres 5: -a,n=ß = an=b 
r m Bu = u E (x,y,a+d,b) —2w(x,y,a,b) +w(x,y,a - d,b) 
OÖ 3), = ay= b Ö e X: ( Aa d 0 d' x = a, y= B 
E=u r] = ß E == u,n= bh 


woraus dann die Darstellung der Einfiußflächen für die Krümmung in X-Richtung durch 
ein an der zu untersuchenden Stelle 2—=a, y=b anzubringendes nach X-Richtung 
orientiertes Doppelmoment gefolgert werden kann. Für die Darstellung der Einflußfläche 
tür das Biegemoment in x-Richtung sind offenbar zwei zueinander senkrechte Doppel- 
momente erforderlich, wobei die nach %-Richtung orientierte das »-fache des anderen betragen 
muß (wo » die Poissionsche Zahl = I/m). Genau auf demselben Wege erhält man auch 
die übrigen Singularitäten, die zur Erzeugung der Einflußflächen der übrigen inneren 
Kraftwirkungen erforderlich sind. Das Resultat dieser Zuordnung ist in der vorläufigen 
Mitteilung über den vorliegenden Gegenstand’) tabellarisch vorgeführt’). 

Es ist bemerkenswert, daß die Singularität, die die Einflußfläche für das Verdril- 
lungsmoment für die X, %-Richtungen liefert, auch dargestellt werden kann durch zwei 
entgegengesetzt gleiche zueinander senkrechte Doppelmomente I. Art, die gegen die 
x-Richtung um 45° gedreht sind. 

Aus dem Zusammenhang 

\Dz, N w (z, Y, 7 7IR — Der ID: nr, y W (x, Y, 5, N. a, yv—=ß 


P zz a, r, — ß s=u, N) ——h 


folgt ohne weiteres, daß der im zweiten Kapitel ausgesprochene Reciprocitätssatz ohne 
jede Aenderung auch für die Platte ihre Gültigkeit behält, nur muß statt »Linie der 
Wirkung« hier »Fläche der Wirkung«, statt der »Einflußlinie« hier »Einflußfläche« gesetzt 
werden. Es ist dabei noch zu beachten, daß bei der Zuordnung nicht nur die Art der 
Singularität, sondern auch deren Orientierung berücksichtigt werden muß. 

Im nachfolgenden sollen nun die Singularitäten 3. und 4. Ordnung in der allseitig 
unendlichen Platte näher studiert werden. Das Studium liefert einerseits die bisher 
unbekannten Einflußflächen der Krümmungs- und inneren Kraftgrößen der Platte, anderer- 
seits gibt es bemerkenswerte Auskünfte über die Wirkung charakteristischer Gleichgewichts- 
grappen auf Platten in größerer Entfernung von denselben und schließlich bildet es eine 
Vorbedingung für die später durchzuführende synthetische Lösung von Randwertaufgaben 
von Platten, insbesondere für bis jetzt z. T. unaufgeklärte Probleme der Plattenkerb- 
wirkung. 

Die Untersuchung beschränkt sich auf den Sonderfall » —= 0, in welchem Falle das 
Doppelmoment 1. Art nicht nur der Krümmung in &-Richtung, sondern auch dem Spannungs- 
moment in & Richtung zugeordnet ist. 


) H. Zimmermann: Die Berechnung des Eisenbahn-Oberbaues, 1883. 

2) A.a. O. siehe Fußnote 1, Seite 387. 

3) In der Tabelle müssen zwei Versehen berichtigt werden: Die Kraftanordnung für das 
Doppelmoment zweiter Art ist um 77/4 zu drehen. Bei dem Doppelangrift 1. Art ist für — 3P bezw. 
+ 3P-5P bezw. + 5P zu setzen. 
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Eine am Umfang frei aufliegende Kreisplatte von Halbmesser a) hat für eine kon- 
„entrierte Einzellast in der Mitte bekanntlich folgende Durchbiegungsfunktion: 


U lg (— r?)+r?n-|=9(z, y) 
= o(d” ag 2” — (* A 
16 ı NL u my 


a 


7 
- 


Liegt die Last P etwas außermittig und zwar an der Stelle $, „7, so ist in erster Annäherung: 
o(,y,SN)=PR—S,y— N). 

Um hieraus zu den höheren Lastsingularitäten überzugehen, müssen wir nach &, 
entsprechende Difierentialoperationen vornehmen und hierauf, um die Wirkung der im 
»nmenr Kreismittelpunkt angebrach- 
| ten Singularität zu erhalten, 


. Ummt} 
UVO di 





g) Ak | die Substitution =y=0 
| rn vornehmen. Formal kann 
| N man dasselbe Resultat auch er- 


halten, wenn man an y (x, %) 
die betreffende Difierential- 
operation nach &,y vornimmt. 
Die so erhaltene Funktion 
befriedigt offenbar überall, 
mit Ausnahme des Kreismittel- 
punktes, die biharmonische 
Gleichung und wird der Natur 
der Singularität gerecht. Aber 
die Randbedingungen, denen 
die Ausgangslösung w genügt, 
werden von :c, und von deren 
Ableitungen nicht befriedigt. 
Was die Randbedingung: freie 
Auflagerung anbelangt, so 
sieht man schon ohne Rech- 
nung, daß diese nach durch- 
geführtem Grenzübergang 
lima=# ohnehin ohne Be- 
lang ist, so daß sie von An- 
fang an unberücksichtigt blei- 
ben darf. Dagegen soll der 
Randbedingung w = (0 


r==(d 


Rechnung getragen werden 
und zwar so, daß der fertigen 
Lösung eine Zusatzlösung 
hinzugefügt wird, die im End- 





\bb. 12. AMomentenfeld aus einem Doppelmoment 1. Art lichen keine Singularitäten 
in einer allseitig unendlichen Platte. aufweist, die biharmonische 
Gleichung überall befriedigt 
und am Rande die gewünschte Korrektion bewirkt. — Auf dem hier dargelegten Wege 
kommen wir zu der dem Doppelmoment (in &-Richtung) angehörenden Biegefläche: 
Us — = -IIinr -—Ina-+ + 2 cos?gqg (1 = 5 ® 
ınN i a” 


die somit zugleich die Einflußfläche für die Krümmung in X-Richtung in der Mitte einer 
am Rande festgehaltenen Kreisplatte vom Halbmesser @« (deren Einspannungsverhältnisse 
allerdings nicht näher definiert sind) angibt. Hierin ist N die Plattensteifigkeit, r und g 
sind Polarkoordinaten. 

Die Durchführung der Difierentiationen und der Grenzübergang lim a =» gibt 
dann das gesuchte Momentenfeld, das durch die untersuchte Singularität verursacht wird: 


Ss 1 FRE. 4 S 
m,s—— -— (1+4sin’g RE Ye 


dr in 1 sı 


- (2 cos 29 — cos 4 $) 
r? 





Ertz u 1 : r 
-sin2g(—1+4sin?g)—= — -- - (sin? — sind yY) 


2 \ 
r2 


._q a l 
m,s --- (1 — 8Ssin’g + Ssintg)—= — -—. 00849. 
7 7 r 
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'On- Hieraus die Bedingungsgleichung für die Trajektorienrichtung % (Winkel der 
Tangente mit der X-Achse) 1 — 4 sin?g 
tg 20 —=ctigy 5. 
1 —4cos’g 
Es ist leicht zu zeigen, daß diese Diiierentialgleichung mit der Gleichung 
ng: RE > a \ 3 q 
| 2 
en sleichwertig ist. Diese Kurvenschar (Abb. 12) kann durch Inversion aus der konfokalen 
im | Parabelschar erhalten werden. Charakteristisch ist somit auch für die hier entstehende 
‚ch- Kurvenschar, daß sie zu sich selber orthogonal ist. (Ist also eine der Kurven etwa durch 
en, die Polargleichung r=r(g) gekennzeichnet, so lassen sich alle diese Kurve rechtwinklig 
= () schneidenden Kurven der Schar durch die Polargleichung r—=«.r(g), wo « ein reeller 
un Parameter, darstellen.) Unsere Kurvenschar, in der Hydrodynamik von Weinig') ein- 
er- veführt und wohl auch zum ersten Mal einwandfrei gezeichnet, läßt sich übrigens auch 
y) aus der Parallelschar durch konforme Abbildung z=-, erhalten. Das Hauptmomenten- 
Fr > 
mt. g feld eines Doppelmoments erster Art hat somit als Hauptmomenten- Trajektorienfeld eine 
ion Kurvenschar, die identisch ist mit dem Stromlinien- und Potentialfeld einer Doppelquell- 
all, strömung in einer geschlitzien Ebene. Die Größe der Spannung variiert indessen nach 
tel- einem ganz anderen Gesetz als die Stromfunktion und Potentialfunktion der Doppelquell- 
he strömung. 
tur Die Linien größter Verdrillungsmomente (die hier keineswegs zugleich reine Ver- 
ber drillungslinien sind) schneiden die Hauptspannungs-Trajektorien unter 45°; die Schar 
ıen derselben ist, wie leicht nachgewiesen werden kann, kongruent mit der Hauptmomenten- 
gt, schar und gegen letztere um 7/2 gedreht. 
ren Die Größe der Hauptmomente ergibt sich 
w TESTEN MxSs mys di " — mu 2 = ; [cos 249 + 2sing], 
eo wobei, wie leicht zu erkennen, das obere 
ei Vorzeichen bei jedem Punkte der oberen 
Halbebene für jene der beiden Trajek- Y 
5 torien gilt, die auf kürzerem Wege in 
Be- den Anfangspunkt hineinläuft, in jedem 
An- Punkte der unteren Halbebene aber um 
ei gekehrt. Die Abb. 12 (auf S. 390) stellt 
ler das Momenten-T'rajektorienfeld dar, wobei 
v die Trajektorien mit positiven Momenten 
en durch starke Linien ausgezeichnet sind. 
‚en | Für das Doppelmoment zweiter 
ng Art ergibt sich durch Ueberlagerung aus 
1d- zwei entgegengesetzt gleichen Doppel- 
en | momenten erster Art und durch Drehung 
he um 7/4: 
igt 
ge Mm. is . r (sin 4 g sin?2q ) . 
lıT = T . : — c084g9 
iu. pp 
Ier m, E. i (—sin27—sin4g). 
‚se ie. Abb. 13. Momentenfeld aus einem Doppelmoment 
<q Hieraus ergibt sich ohne Schwierigkeit 2. Art in einer allseitig unendlichen Platte. 
hr ge 29= —ctg4g, also 9=J ; +27. 
d: Die Hauptmomenten-Trajektorien (Abb. 13) werden somit hier durch zwei zueinander 


senkrechte harmonische Kreisbüschel gebildet, also durch die Stromlinien aus einer 
Doppelquelle in der vollen (ungeschlitzten) Ebene. 


I) Weinig, Widerstands- und Tragflügelprofile mit vorgeschriebener Geschwindigkeitsverteilung 
der Oberfläche, diese Zeitschr. Bd. 9 (1929), S. 507. 
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Die Größe der Hauptmomente beträgt 
Fi | 
Mı.ırtr= (+-1—sin?29@). 
4 


Für das Zentralmoment C ergibt sich 


u C | -+1+2[(1 *)| 
= 2 In 2 _ 
anN £ a a“ F_ 


C 1 E ) 
Mc —=—- -— 200829, Ityc= -—2sin29W, Mc = — Mei 
un r un 
Die Momententrajektorien sind offenbar Radien und konzentrische Kreise, die Größe 
des Hauptmomentes beträgt an jeder Stelle m,ır = -- C/4rr*. In jedem Punkte der 


Ebene ist somit die Platte auf reine Verdrillung beansprucht. 

Hiermit sind die maßgebenden Singularitäten dritter Ordnung für die allseitig un 
endliche Platte erledigt. Aus der letzt erwähnten Singularität geht man durch einmalige 
Differentiation nach % auf den in %-Richtung orientierten Doppelangriii erster Art über. 
Es ergibt sich hierdurch: 

Ü 1 1 
Ur rsın q ( u ,) 
5 


2n N r a‘ 

für die Kreisplatte mit dem Halbmesser a Nach dem Grenzübergang lima=«» fällt 
das zweite Glied in der Klammer fort. Hierdurch wird folgendes Momentenfeld ver 
ursacht: 

Yu R ’zn 2 
Mu = —' — Bin Pl — 40089), lyu = -—_ cosg(l—4sin’gQ), Mm ,ı — mM. 

T r T r 

Das TIrajektorienield ist identisch mit dem eines nach 7-Richtung orientierten 
Doppelmomentes erster Art, jedoch sind die Größen der Spannungen gänzlich anders; es 
ergibt sich nämlich, wie leicht zu zeigen ist: 


U 1 

ke u mm >= - Mıı . - 

j #7. 3F D 7 r? 
Dr? ee DD ® © Auch hier herrscht somit in jedem Punkte der Platte reine 
00.) dee del. Verdrillung: die Trajektorien der größten Verdrillungsmomente, 
die eine mit den Hauptmomenten-Trajektorien kongruente um 
\bb. 14. rn/2 gedrehte Schar bilden, sind zugleich reine Verdrillungs 

trajektorien. 


Ebenso kann man durch Diiterentiation in der x&-Richtung aus dem Doppelmoment 
erster Art auf die beiliegend skizzierte Singularität') übergehen (Abb. 14). Für dieselbe 
läßt sich somit nachweisen, daß 

3U 1 


Mm. 8313 — 8cos?P + 8cos!Yp)cosg 
1 p® 
Eu - 4 5 

FR .—e 3c084g@p sin Y 
7T Pr 
BER. 4 u urn 1 

m, -— (— 7+ 16sin?p — 24sin!P)cosgQ. 
7T r 

Durch Ueberlagerung einer Singularität dieser Art von der Größe — 1 mit 


einem Doppelangriff erster Art von der Größe + 2 kommt man zu der der Randstützkraft 
dual zugeordneten Singularität: Doppelangriif zweiter Art. 
Hiermit ist das Studium der Momentenfelder aus den Singularitäten für den Fall 
v— (0 erledigt. Für den allgemeinen Fall sind die Operationen erheblich verwickelter, 
bieten aber keinerlei grundsätzliche Schwierigkeiten, da die Ausgangsfunktion ww für eine 
konzentrierte Einzellast P in der Mitte auch in diesem Falle bekannt ist: 
2 3 +79 \ j 
Für die Lösung der Randwertaufgaben der Platte wird man nun im allgemeinen 
kandbelegungen heranziehen, und zwar ist es offenbar, daß ein freier oder mit gegebenen 
Randmomenten belasteter Rand aus der die ganze Ebene bedeckenden Platte dadurch ge- 
wonnen werden kann, daß eine p‘.ssende Belegunz des gewünschten Randes mit der dem 
Biegemoment und der der Randstützkraft dual zugeordneten Singularität vorgenommen 


') Beim eindimensionalen Problem als Doppelangriff bezeichnet, 
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ird. Die Aufgabe führt somit auf zwei simultane lineare Integralgleichungen, deren Kerne 
aurch die inneren Kraftgrößen aus dem Doppelmoment erster Art und dem Doppelangriff 
‚weiter Art gebildet werden. Aus Symmetriegründen kann unter Umständen die Belegung 
nit Doppelangriffen zweiter Art identisch verschwinden, so daß dann nur eine Integral- 
rleichung mit einer unbekannten Belegung übrig bleibt. Diese Methode hoffe ich be- 
‚onders für Probleme über gelochte und geschlitzte Platten fruchtbar ausgestalten zu 
können. Falls das Loch eine Symmetrieachse aufweist, so können u. U. zwei Belegungen 
längs dieses l,oches (die eine mit Doppelmomenten quer zu dieser Achse, die andere mit 
Einzellasten) zum Ziele führen. 


In dem Sonderfall einer konzentrischen Kreisringplatte mit ganz beliebiger, nur 
ier Bedingung der Zentralsymmetrie unterworfener Belastung und Stützung nimmt 
letztere Art der Lösung eine ganz besonders einfache Form an, indem man von 
der Vollkreisplatte ausgeht, und im Kreismittelpunkt eine nur aus einer gedachten Einzel- 
last und einem konzentrierten Zentralmoment bestehende »Belegung« anordnet. Dieses 
außerordentlich einfache Sonderverfahren, das auf eine einzige lineare Gleichung mit 
einer Unbekannten führt, habe ich an anderer Stelle!) an dem Beispiel der gleichmäßig 
belasteten frei aufliegenden Kreisringplatte ausführlich dargelegt und diese Aufgabe auf 
diesem Wege erstmalig der richtigen Lösung zugeführt. Die Methode ist auch auf elastisch 
sebettete Kreisringplatten anwendbar. 


4. Die Singularitäten für das Recken der Scheibe. Der gerade Balken und 
die ebene Platte haben in der mathematischen Elastizitätstheorie insofern eine Sonder- 
stellung, als bei denselben vermöge der Navierschen Hypothese alle Verzerrungs- und 
Spannungsgrößen aus der lotrechten Verschiebungsfunktion durch Ditferentialoperationen 
2, und 3.Ordnung abgeleitet werden können, und die Verschiebungsfunktion einer Differential- 
gleichung 4. Ordnung gehorcht. Die Durchbiegungsfunktion kann somit gleichfalls als die 
‚natürliche Spannungsfunktion« des Problems betrachtet werden. 


Das Problem der ebenen Scheibe, die in ihrer eigenen Ebene durch Kräfte gereckt 
wird, hat eine vollständig andere Natur. Die Airysche Spannungsfunktion F kann nämlich 
nicht als eine naturgemäße Spannungsfunktion in obigem Sinne betrachtet werden, denn 
es gilt im allgemeinen nicht F (x, y,$,y1)=F(5,n,%,y). Somit kann die Funktion F nicht 
zum Ausgangspunkt für die Behandlung des Einflußfeldproblems für die Spannungsgrößen 
gewählt werden. Wir müssen hierfür vielmehr auf das Verschiebungsfeld u (2, y,&,») mit 
den rechtwinkligen Komponenten u (2, y,5,n) und v(x,y,$,n7) zurückgreifen, welches die 
Maxwellsche Symmetrieeigenschaft aufweist. Da nun die Spannungen 9,7 durch erste 
Ableitungen des Verschiebungsfeldes ausgedrückt werden können, so können wir schon 
im voraus sehen, daß die den inneren Kraftgrößen der Scheibe dual zuzuordnenden 
Singularitäten nur von der 2. Ordnung sein werden, im Gegensatz zum Balken und zu 
der Platte, wo sie von 3. und 4. Ordnung sind. 


Um diese Scheibensingularitäten zu bestimmen, fassen wir unsere Aufgabe noch 
einmal genauer ins Auge. Eine beliebig geformte und gestützte ebene Scheibe wird durch 
eine wandernde Einzellast von einer bestimmten Richtung belastet; das Wandern ist 
naturgemäß so zu verstehen, daß nicht nur die Angrifislinie, sondern auch der Angrifis- 
punkt der Last zu berücksichtigen ist. Wir fragen nun, wie läßt sich die Spannung 0,, 0,, 
und z,,, in einem beliebigen Punkte &,y als Funktion des wandernden Kraftangriffs- 
punktes &,n darstellen. 

Man kann zunächst aus dem Bettischen Satze eine einfache Gegenseitigkeitsbe- 
ziehung folgern, zwischen den Verschiebungen, die durch zwei an einem und demselben 
Punkt angreifende senkrechte Lasten X—= 1, Y= 1 verursacht werden 


u, — 3 (z, Y, S, 7) ae V,_; (x, Y, <, N) ® 
in der Tat folgt aus dem Maxwellschen Satz 
u yv-ı (X, Y, <, „) =u Yr=ı (£, ; L, Y) 


und aus dem Bettischen Satz in dessen allgemeiner Form (Abb. 15): 
1 " U,. 1 (5, ; L, y) Er 1 i Ur, (x, Y, 5. 7) 7 


Die Kombination der beiden Gleichungen ergibt den oben behaupteten Satz. 


) Nemänyi: Die Kreisplatte mit zentrischem Loch, diese Zeitschr. (1930), S. 197 ft. 
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Aus diesem Zusammenhang folgt, daß sich die Dehnung in «-Richtung, die vo: 
einer zu der x-Achse unter beliebigem Winkel « geneigten Last I verursacht wird, wi 
folet umformen läßt: 

w Our, Guy, . Odı—} Odı—, . 
2,18, 2%): cos « 4 sin« = COB & + sin «. 
x Ix IXx Öx 

Letzterer Ausdruck läßt sic] 
aber auch deuten als die Projektioı 
auf die Richtung & jener Verschie 
Mil bung U,=ı, die durch einen iı 
v, x-Richtung orientierten, an der 
Stelle x, y, angreifenden Dehnungs 
pol verursacht wird. Es ergibt sic! 
somit der Zusammenhang: Das 
u — — Verschiebungsield aus einem an deı 
Stelle a,b angebrachten, in x-Rich 
tung orientierten Dehnungspol ! 
(Kraftanordnung wie in Abb. 11 
stellt in passendem Maßstabe das 
Einflußfeld für die Dehnung in 
x-Richtung an der Stelle a,b aus 
Abb. 15. Ein Reziprozitätssatz für die Scheibe. einer wandernden Einzellast be 
liepdiger Richtung dar, ganz ähnlich 

wie es für das Fachwerk schon im 1. Kapitel gezeigt wurde. 

Ist m ==(vr = 0) so stellt dieses Verschiebungsfeld zugleich im passenden Maßstabe 
auch das Einflußfeld für die Spannung in &-Richtung dar. Ist dagegen v : 0, so wird 
dieses Einflußfeld durch die Ueberlagerung zweier Dehnungspole, also durch einen Zugpol 


(Druckpol) geliefert (Abb. 16). 
\r? ei 
\ ! T 
2:0 


RA961Z18 











A9H1715 








Abh 16. Abb. 17. Abb.18. Darstellung des 
Druck- (Zuge)-Pol Scheryol Scherpols aus einem Zug- 


und einem Druckpol. 


Ebenfalls unter Heranziebung des oben nachgewiesenen Hilfssatzes die Wirkung 
zweier zueinander senkrechter Lasten betrefiend, läßt sich zeigen, daß das Einflußfeld 
für die Gleitung y.,, und für die mit derselben proportionale Schubspannung z,,, an 
einer bestimmten Stelle im passenden Maßstabe dargestellt werden kann durch das Ver 
schiebungsfeld aus der an der zu untersuchenden Stelle angebrachten nach dem Achsen 
kreuz %, y orientierten Singularität nebenstehender Anordnung, die aus zwei entgegengesetzt 
gleichen Drehpolen entstanden gedacht werden kann (Abb. 17). Diese Singularität, die hier 
erstmalig eingeführt wurde, werde als Scherpol (»Schere«) bezeichnet. 

Ebenso aber, wie in der Hydrodynamik aus den grundverschiedenen Elementen 
Quelle und Wirbel die miteinander identischen Singularitäten Doppelquelle = Doppelwirbe! 
gebaut werden können, ebenso kann der Scherpol statt aus zwei Drebpolen auch aus 
einem Zugpol und einem dazu senkrechten Druckpol hergestellt werden (Abb. 18). Dies 
folgt unmittelbar aus folgender Eigenschaft des ebenen Spannungstensors: 


Op=r/, (= — rt, 
T,y zu 


Der in Frage stehende Scherpol läß sich somit auch aus nebenstehender Kraftanordnung 
durch Grenzübergang lim d = 0 herstellen. 


} 


) Diese Singularität ist unter dem Namen Dipol von A. und L.Fdöpp]|l in »Zwang und Drang 
behandelt, jedoch ohne Erkenntnis des hier nachgewiesenen Einflußfeld-Zusammenhanges, 
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Der Dilatation °° “ ist offenbar ein »Wärmepol«, der Rotation ein »Drehpol« dual 


zuordnen !). 


Wir wollen nun das Spannungsfeld studieren, das durch den Dehnungspol 
'herpol in der allseitig unendlichen Ebene verursacht wird. Zunächst nehmen wir an 
-0. Ausgehend von der Lösung für die Einzellast in der allseitig unendlichen Ebene, 
ie sie z. B. von Sadowsky?) gegeben wurde, läßt sich durch Ueberlagerung und Grenz- 


‚ergang oder auch durch Differentialoperationen zeigen, daß: 
für den nach y-Richtung orientierten Dehnungspol $ 
S 41 S 


( e. a 
un - —- 00849, Ta =— -(sindg@ —sin2g), 0,5— 
Ant r in 7 4n Tr 


für den nach &, y Richtung orientierten Scherpol 7’ (Abb. 19) 
T T 


1 a ’ 1 
rn . a... 4 g —sın? J ), Try =——— .— cos4 g a 6,1 Zu ie 
I r ııı r" 4 


Wenn wir die erste Formelgruppe vergleichen mit der Formelgruppe für das 
\Iomentenfeld aus einem nach der z-Richtung orientierten Doppelmoment 1. Art, so sehen 


wir, daß (von einem Dimensionsbeiwert abgesehen) 





Ö, go = mM,s r Ö, s = m; Ss , Try: S = MmM;. yyS . 


Wenn wir nun berücksichtigen, daß 


2 Txv 2 Txy 2 t: 7 2 lxı 
e20— x =—— — . 30 u = 
Or — (0, I Or Mix ny my — mı 

(2 +0, , 02 — 0, me +my , Mı—m, 

Or ı => +. i nı u => -i- z 

£ 2 — 2c0824 2 —2e0s2%# 
dann sehen wir sofort, daß y RR 
— |//[LUCH 


das betrachtete Momenten- 
feld und Spannungsfeld 
nicht nur dieselben Tra- 
jektorien aufweisen, son- 
dern daß auch die beiden re 
Hauptspannungs- bezw. 
Hauptmomentengrößen ein- | 
ander an jeder Stelle pro- Ä 
portional sind, nur ver- 
tauschte Rollen haben. 
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rliner Mathematischen Ge- Abb. 19. Spannungsfeld aus einem Dehnungspol in der 
allseitig unendlichen Ebene. 
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Wir haben somit (s. Abb. 21) wieder das harmonische Kreisbüschel als Trajektorie: 
schar und wenn wir die Formeln für die Größe der Hauptspannungen vergleichen mit dı 
Größen der Hauptspannungen bei dem von einem Scherpol in der allseitig unendlichen Ebeı 
verursachten Feld, so sehen wir, daß — (von einer Drehung um 7/4 und von dem mult 
plikativen Beiwert 4 abgesehen) — die Ausdrücke identisch sind. Es wäre indessen ei 
vollständiger Trugschluß, daraus zu folgern, daß die beiden Felder auch im wesentlich: 
miteinander identisch sind, denn, wie man sich leicht überzeugen kann, ist die Rolle d: 
beiden Hauptspannungen in jedem Punkte vertauscht. Also z. B. ist längs der beide 
geraden Trajektorien bei dem Scherpol die Hauptspannung Null, wogegen bei dem hie 
behandelten Fall in diesen Trajektorien Druck- bzw. Zugspannungen herrschen. 


YJ 























Abb. 21. 


Spannungsfeld aus einem Dehnungspol, das am Rande der Halbebene wirkt. 


Jedenfalls sehen wir aber auch, daß der Dehnungspol in der allseitig unendlichen 
Ebene ein solches Spannungsfeld erzeugt, das sich mit jenem Felde, welches von der 
selben Singularität — falls sie am Rande der Halbebene wirkt — erzeugt wird, auch in 
der engsten Umgebung der Singularität nicht deckt. 


Wir verlassen nun das Studium der Felder aus den Singularitäten und wollen 
einige Sätze vermutungsweise über die Lösung von Randwertaufgaben mit Hilfe von Sin 
gularitäten aussprechen. 


Ebenso wie bei der Platte ist auch bei der Scheibe ohne weiteres klar, daß mit 
Hilfe von Randbelegungen in weiten Grenzen alle Randwertaufgaben der Scheibentheorie 
grundsätzlich lösbar sind. Ausgehend von der allseitig unendlichen Ebene bringt man in 
derselben an dem freizulegenden Rande eine Belegung von Dehnungs- (bzw. Zug-) polen 
und Scherpolen an. Das Aufsuchen der Belegungsintensität führt wiederum auf zwei 
simultane lineare Integralgleichungen ') (in gewissen eng begrenzten Sonderfällen ver 
schwindet die Scherbelegung aus Symmetriegründen identisch, so daß nur eine Integra! 
gleichung zu lösen übrig bleibt). 


Ein viel engeres Anwendungsgebiet kommt solohen Belegungen zu, die den Achsen 
belegungen der Aerodynamik entsprechen. Ist somit eine Randwertaufgabe für ein: 


') Integralgleichungen wurden zur Lösung von Scheibenrandwertaufgaben schon durch R. Mich 
(Kairo) benutzt. (Verhandlungen des 2. intern. Kongresses für technische Mechanik, Zürich.) Seine A| 
leitung ist jedoch anfechtbar, so daß die Richtigkeit seiner überraschend einfachen Resultate bezw. dere: 
behauptete Allgemeinheit angezweifelt werden muß. Die Unklarheit der Darlegung läßt eine Untersuchun; 
ob und in wieweit die »Diskontinuitäten« von Miche mit unseren Singularitäten zusammenhängen, Kau 
durchführbar erscheinen. 
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;heibe mit einer Höhlung gegeben, so kann man unter Umständen die Aufgabe auf jene 
‚ne Höhlung zurückführen, indem man in der Vollscheibe längs einer ganz im Innern 
er geforderten Höhlung liegenden Linie passende Singularitätenbelegungen anordnet. 
alls die Aufgabe symmetrisch ist, so wird man natürlich zweckmäßiger Weise die Be- 
‚gungen auf der Symmetrieachse anbringen, wobei offenbar aus Symmetriegründen eine 
cherpolbelegung nicht in Frage kommt, sondern man wird eine Dehnungspolbelegung 
uer zur Achse und eine läugs der Achse anordnen, welch letztere durch eine Einzel- 
ıstbelegung ersetzt werden kann. 


Die engere Umgrenzung des Anwendungsbereiches der angedeuteten Methoden, 
owie die nähere Ausarbeitung der Methoden selbst muß der schon in Vorbereitung 
‚efindlichen zweiten Abhandlung zugewiesen werden. 


5. Weiterer Ausblick. Die im vorhergehenden Kapitel behandelten Scheiben- 
singularitäten lassen eine Verallgemeinerung auf den allgemeinsten räumlichen Fall ohne 
ede Schwierigkeit zu. 


Die vermöge des Einflußfeldbegriffes den inneren Verzerrungsgrößen dual zuge- 
reordneten Singularitäten sind genau dieselben wie bei der Scheibe: also Dehnungspol 
und Scherpol. Der Schubspannung ist ebenfalls der Scherpol dual zugeordnet, dagegen 
den Zug- (Druck-) spannungen ein »Zugpol«, welcher im Raume naturgemäß aus drei zu- 
einander senkrechten Dehnungspolen zusammengesetzt werden muß. Da das Spannungs- 
feld aus einer konzentrierten Einzellast im allseitig unendlichen Raum wohl bekannt ist, 
so stößt die Untersuchung des Spannungsfeldes aus den Singularitäten 2. Ordnung auf 
keine prinzipiellen Schwierigkeiten. 


Die Lösung des allgemeinen Randwertproblems im Raume mit gegebenen Öber- 
lächenkräften führt auf das Aufsuchen von drei Belegungen: eine Belegung mit Zug- 
polen, die senkrecht zu der freizulegenden Oberfläche orientiert sind, und zwei Be- 
legungen von Scherpolen, den Richtungen n, hı und n, ha entsprechend orientiert, wobei 
n die Normale zur freizulegenden Fläche Ah, und As, aber in der Fläche ausgezeichnete 
zueinander senkrechte Richtungen etwa die Hauptkrümmungsrichtungen sind. Dement- 
sprechend führt dieses allgemeine Randwertproblem auf drei simultane lineare Integral- 
eleichungen für die Oberflächenbelegungen. 


In gewissen Sonderfällen kann man aber natürlich auch im räumlichen Falle von 
Oberflächenbelegungen absehen und an Stelle dessen eine Belegung im Inneren einer zu 
erzeugenden Höhlung anbringen. Besonders aussichtsreich für die wirkliche Durchführung 
erscheint der Fall, daß die Aufgabe achsensymmetrisch ist und der Körper eine Höhlung 


aufweist. In diesem Falle dürfte — ähnlich wie in der Aerodynamik die Darstellung 
der Umströmung von luftschiffähnlichen Körpern mit Hilfe einer axialen Belegung mög- 
lich ist — auch hier in ziemlich weiten Grenzen eine rein axiale Lösung der Aufgabe 


möglich sein. Zum Zwecke der Belegung können in diesem Falle natürlich keine Scherpole 
in Frage kommen, sondern in der Achsrichtung orientierte Dehnungspole, die durch eine 
längs der Achse gerichtete Lastbelegung ersetzt werden können, und ebene Wärmepole mit 
„ar Achsrichtung senkrechter Ebene. Auf diese Weise kommt man auf nur zwei simultane 
Integralgleichungen, ebenso wie beim ebenen Problem. Natürlich kann man mit dieser 
Methode nicht alle achsensymmetrischen Aufgaben erfassen. Beispieisweise kann die 
Randwertaufgabe für einen achsensymmetrischen Hohlkörper, dessen Höhlung ringartig 
zweifach zusammenhängt, mit nur solchen Belegungen trotz der Symmetrieverhältnisse 
nicht gelöst werden. Trotzdem dürfte eine Fülle interessanter Aufgaben durch die 
obige einfache Methode erfaßt werden können. 961 
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| 1 396 Nemenyi, Ueber die Singularitäten der Elastizitätstheorie Math. undM« 
| 3. Ordnung der Plattenbiegung und anderseits jenen 2. Ordnung der Scheibenrecku: 
erkannt wurde, ist begreiflich, wenn man bedenkt, daß, wie Nadai') schon flücht 
angedeutet hat, der Einzellast (Singularität 1. Ordnung) in der gereckten Scheibe bei d 
| Plattenbiegung das Einzelmoment (Singularität 2. Ordnung) entspricht, nicht etwa d 
1 Einzellast. Dem Doppelangriff 1. Art entspricht bei der gereckten Scheibe vollständ 
| f jene Singularität, die dem Gradienten der mittleren Dehnung zugeordnet ist: eine Singu 
I larität, die durch eine Wärmequelle und eine entgegengesetzt gleiche Wärme-Senke e 
j zeugt werden könnte, und dementsprechend Wärme-Doppelquelle genannt werden ma: 
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f j Abb. 20. 

; Spannungsfeld aus einem Scherpol in der allseitig unendlichen Ebene, 
Y ® . . 7 .. ® 
| j Das Studium der beiden obigen Spannungsfelder soll ergänzt werden durch die 
} Betrachtung der denselben zugehörenden Dörflerschen »Drehungs- und Verdichtungs- 
; strömungene. 
| ’ Das Wesen der Dörflerschen Betrachtungsweise”) ist nichts anderes als die Veı 
x & . . .. . «“ . 
; anschaulichung der schon viel früher bekannten komplexen Spannungsfunktion ?) in der 
| Weise, daß sowohl der reale, als auch der Imaginärteil dieser Funktion als Stromfunktion 
| einer Potentialstrrömung bzw. von deren konjugierter Strömung gedeutet werden. Da: 
j sind eben die sogenannten Deknungs- und Drehungsströmungen. Wenn man nun bedenk! 
| I) Nadai: Elastische Platten. 
{ *) Dörfler, Das Problem der Zahnflankenberührung. Z.d. Vdi. 1925, IL, S. 149 ff. 
3) Siehe z.B A. und L. Föpp]l, Zwang und Drang. I. Aufl. Bd. 1. 
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recku: | ; die komplexe Spannungsfunktion keineswegs eindeutig das Spannungsfeld festlegt, 
flücht ‚dern noch unendlich viele, wesentlich verschiedene Lösungen zuläßt, so muß man 
bei d ı vornherein den Dörflerschen Versuch auf Grund der bloßen Betrachtung der beiden 
wa d ‚trömungen« die Spannungsverhältnisse vollständig oder für technische Zwecke genügend 
Iständ beurteilen, im allgemeinen als hinfällig ansehen. 

Sing 
nke e; 
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In unserem Falle sehen wir hierfür ein eigentümliches Beispiel. Die grundver- 
hiedenen Spannungszustände, die einem Dehnungspol und einem Scherpol angehören, 
ben (von einer Drehung um z/4 abgesehen) völlig identische Verdichtungs- und Dre- 
ıngsströmungen. In den nebenstehenden Abbildungen haben wir diese Strömungsfelder 
ng bzw. kurz gestrichelt, mit dünner Linie angedeutet. Sie sind durch die Gleichungen 


2 :08 2 : . . . 
“7 = konst. bzw. z ’ gekennzeichnet. Hieraus geht hervor, daß beide Felder iden- 
r 


(isch sind mit der Strömung aus einer Doppelquelle 2. Ordnung der Hydrodynamik. 
Ebenso Kann man leicht zeigen, daß die Verdichtungs- und Drehungsstromlinien bei einer 
konzentrierten Einzellast in einer allseitig unendlichen Scheibe durch harmonische 
Kreisbüschel gebildet werden und identisch sind mit den Stromlinien aus einer ge- 
wöhnlichen Doppelquelle der Hydrodynamik). Die Felder aus einem Wärmepol, und 
aus einem Drehungspol sind bekanntlich dehnungs- und drehungsfrei, so daß also für 
diese Spannungsfelder die Dörflerschen Strömungen überhaupt verschwinden; das gleiche 
rilt, wie man leicht einsieht, auch für die Wärmedoppelquelle. 


Wir gehen auf den Fall »=F0 über. In diesem Falle sind die Spannungsfelder 
erheblich verwickelter. Es läßt sich zeigen, daß in diesem Falle für einen Dehnungspol 
in %-Riehtung: 

" ERRENNOHBE. [1+3r) cos®y (1 —4sin?gy) + (1—v) sin? @ (1 —4 cos? g)] 


Arr“ 


1 ur 
ae „[-(1—®r)4cos®’gsinpg+!2(3+»)sin4y] 


Ey 
I 4rrr“ 


1 Ä ’ Aa u . 
y=— ((1—v) cos? (1—4sin?p) — (3 +») sin’ (1—4cos?’Y). 
ır 
Aus diesem Feld kann man dann, wie aus obigem hervorgeht, alle übrigen Felder der 
den inneren Kraftgrößen dual zugeordneten Singularitäten aufbauen, worauf hier nicht 


näher eingegangen zu werden braucht. 


Die oben studierten Felder bezogen sich alle auf den Fall, daß-die Singularität in 
der allseitig unendlichen Ebene angebracht ist. Es ist aber leicht einzusehen, daß die 
charakteristische Spannungsverteilung in der Umgebung der Singularität dieselbe bleibt, 
auch wenn die Singularität innerhalb eines Teilbereichs der Ebene angreift. Ist sie da- 
gegen an dem Rande des Bereichs angeordnet, dann schmiegen sich die Trajektorien 
auch in der Nähe der Singularität im allgemeinen nicht mehr an jene der in der allseitig 
unendlichen Ebene angeordneten an. Ein lehrreiches Beispiel hierfür wird von dem Fall 
eines Dehnungspols gegeben. Wir sahen im obigen, daß ein Dehnungspol in der all- 
seitig unendlichen Ebene angeordnet ein Trajektorienfeld verursacht, dessen auffallendste 
Eigenschaft ist, daß alle Trajektorien sich in dem singulären Punkt tangential an die 
Richtung des Dehnungspol anschließen. Sehen wir nun zu, wie das Spannungsfeld aus 
einem Dehnungspols beschaffen ist, wenn wir dasselbe an dem Rande eines Bereiches etwa 
am Rande der oberen Halbebene, und zwar in Richtung des Randes orientiert, wirken 
'assen. Ausgehend von der wohlbekannten Lösung für eine Einzellast, die am Rande 

rch die der unendlichen Halbebene in Richtung des Randes wirkt, kann man leicht zeigen, daß 
htungs- die Lösung für unseren Fall wie folgt lautet: 
25 1 25 1 sin 4 


ie V (= — -— + — c08’p(1—4sin?: m - + 
ie Veı 2 J 1), xy er. 2 
in der 


unktion 6, =— 5 . i sin? p (1 —4c0s?g), 
1. Da: n r 
adenki raus sich ergibt 
tg 29 —tg 49, daher Y— 29 bzw. 29 —+n/2 
d 
25 
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398 Nemenyi, Ueber die Singularitäten der Elastizitätstheorie Math. und M: 
| Wir haben somit (s. Abb. 21) wieder das harmonische Kreisbüschel als Trajektorie 
schar und wenn wir die Formeln für die Größe der Hauptspannungen vergleichen mit d: 
| Größen der Hauptspannungen bei dem von einem Scherpol in der allseitig unendlichen Ebe: 
| verursachten Feld, so sehen wir, daß — (von einer Drehung um 7/4 und von dem mul! 
plikativen Beiwert 4 abgesehen) — die Ausdrücke identisch sind. Es wäre indessen ei 
vollständiger Trugschluß, daraus zu folgern, daß die beiden Felder auch im wesentlich: 
j miteinander identisch sind, denn, wie man sich leicht überzeugen kann, ist die Rolle d: 
1 beiden Hauptspannungen in jedem Punkte vertauscht. Also z. B. ist längs der beide 
s , r . . ® x A . i 
geraden Trajektorien bei dem Scherpol die Hauptspannung Null, wogegen bei dem hi: 
| behandelten Fall in diesen Trajektorien Druck- bzw. Zugspannungen herrschen. 
| Ä Y —— ne 
| 
| . 

| 

| \ b 

2 — 

i 

u 

j 

- 
| 
| | 
j KAQRI?/. I D 
Abb. 21. 
u 
! Spannungsfeld aus einem Dehnungspol, das am Rande der Halbebene wirkt. 


Jedenfalls sehen wir aber auch, daß der Dehnungspol in der allseitig unendlichen 
Ebene ein solches Spannungsfeld erzeugt, das sich mit jenem Felde, welches von der- 
selben Singularität — falls sie am Rande der Halbebene wirkt — erzeugt wird, auch in 
der engsten Umgebung der Singularität nicht deckt. 


A N er AR 5 a Rn 


| Wir verlassen nun das Studium der Felder aus den Singularitäten und wollen 
| einige Sätze vermutungsweise über die Lösung von Randwertaufgaben mit Hilfe von Sin 
gularitäten aussprechen. 


Ebenso wie bei der Platte ist auch bei der Scheibe ohne weiteres klar, daß mit 
Hilfe von Randbelegungen in weiten Grenzen alle Randwertaufgaben der Scheibentheorie 
grundsätzlich lösbar sind. Ausgehend von der allseitig unendliehen Ebene bringt man in 
derselben an dem freizulegenden Rande eine Belegung von Dehnungs- (bzw. Zug-) polen 
N und Scherpolen an. Das Aufsuchen der Belegungsintensität führt wiederum auf zwei 
simultane lineare Integralgleichungen'') (in gewissen eng begrenzten Sonderfällen ver 
schwindet die Scherbelegung aus Symmetriegründen identisch, so daß nur eine Integra! 
gleichung zu lösen übrig bleibt). 


Ein viel engeres Anwendungsgebiet kommt solchen Belegungen zu, die den Achsen 
belegungen der Aerodynamik entsprechen. Ist somit eine Randwertaufgabe für ein: 
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') Integralgleichungen wurden zur Lösung von Scheibenrandwertaufgaben schon durch R. Mich .d 
(Kairo) benutzt. (Verhandlungen des 2. intern. Kongresses für technische Mechanik, Zürich.) Seine A! 
leitung ist jedoch anfechtbar, so daß die Richtigkeit seiner überraschend einfachen Resultate bezw. dere: 
behauptete Allgemeinheit angezweifelt werden muß. Die Unklarheit der Darlegung läßt eine Untersuchun; 
ob und In wieweit die »Diskontinuitäten« von Miche mit unseren Singularitäten zusammenhängen, kau 
durchführbar erscheinen. 
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‚heibe mit einer Höhlung gegeben, so kann man unter Umständen die Aufgabe auf jene 
ıne Höhlung zurückführen, indem man in der Vollscheibe längs einer ganz im Innern 
er geforderten Höhlung liegenden Linie passende Singularitätenbelegungen anordnet. 
alls die Aufgabe symmetrisch ist, so wird man natürlich zweckmäßiger Weise die Be- 
egungen auf der Symmetrieachse anbringen, wobei offenbar aus Symmetriegründen eine 
cherpolbelegung nicht in Frage kommt, sondern man wird eine Dehnungspolbelegung 
er zur Achse und eine längs der Achse anordnen, welch letztere durch eine Einzel- 
astbelegung ersetzt werden kann. 


Die engere Umgrenzung des Anwendungsbereiches der angedeuteten Methoden, 
‘owie die nähere Ausarbeitung der Methoden selbst muß der schon in Vorbereitung 
‚efindlicehen zweiten Abhandlung zugewiesen werden. 


5. Weiterer Ausblick. Die im vorhergehenden Kapitel behandelten Scheiben- 
singularitäten lassen eine Verallgemeinerung auf den allgemeinsten räumlichen Fall ohne 
ede Schwierigkeit zu. 

Die vermöge des Einflußfeldbegriftes den inneren Verzerrungsgrößen dual zuge- 
reordneten Singularitäten sind genau dieselben wie bei der Scheibe: also Dehnungspol 
und Scherpol. Der Schubspannung ist ebenfalls der Scherpol dual zugeordnet, dagegen 
den Zug- (Druck-) spannunpgen ein »Zugpol«, welcher im Raume naturgemäß aus drei zu- 
einander senkrechten Dehnungspolen zusammengesetzt werden muß. Da das Spannungs- 
feld aus einer konzentrierten Einzellast im allseitig unendlichen Raum wohl bekannt ist, 
so stößt die Untersuchung des Spannungsfeldes aus den Singularitäten 2. Ordnung auf 
keine prinzipiellen Schwierigkeiten. 


Die Lösung des allgemeinen Randwertproblems im Raume mit gegebenen Ober- 
jlächenkräften führt auf das Aufsuchen von drei Belegungen: eine Belegung mit Zug- 
polen, die senkrecht zu der freizulegenden Oberfläche orientiert sind, und zwei Be- 
legungen von Scherpolen, den Richtungen n, hı und n, ha, entsprechend orientiert, wobei 
n die Normale zur freizulegenden Fläche Ah, und As, aber in der Fläche ausgezeichnete 
zueinander senkrechte Richtungen etwa die Hauptkrümmungsrichtungen sind. Dement- 
sprechend führt dieses allgemeine Randwertproblem auf drei simultane lineare Integral- 
gleichungen für die Oberflächenbelegungen. 


In gewissen Sonderfällen kann man aber natürlich auch im räumlichen Falle von 
Oberflächenbelegungen absehen und an Stelle dessen eine Belegung im Inneren einer zu 
erzeugenden Höhlung anbringen. Besonders aussichtsreich für die wirkliche Durchführung 
erscheint der Fall, daß die Aufgabe achsensymmetrisch ist und der Körper eine Höhlung 


aufweist. In diesem Falle dürfte — ähnlich wie in der Aerodynamik die Darstellung 
der Umströmung von luftschifähnlichen Körpern mit Hilfe einer axialen Belegung mög- 
lich ist — auch hier in ziemlich weiten Grenzen eine rein axiale Lösung der Aufgabe 


möglich sein. Zum Zwecke der Belegung können in diesem Falle natürlich keine Scherpole 
in Frage kommen, sondern in der Achsrichtung orientierte Dehnungspole, die durch eine 
längs der Achse gerichtete Lastbelegung ersetzt werden können, und ebene Wärmepole mit 
„ur Achsrichtung senkrechter Ebene. Auf diese Weise kommt man auf nur zwei simultane 
Integralgleichungen, ebenso wie beim ebenen Problem. Natürlich kann man mit dieser 
Methode nicht alle achsensymmetrischen Aufgaben erfassen. Beispielsweise kann die 
Randwertaufgabe für einen achsensymmetrischen Hohlkörper, dessen Höhlung ringartig 
zweifach zusammenhängt, mit nur solchen Belegungen trotz der Symmetrieverhältnisse 
nicht gelöst werden. Trotzdem dürfte eine Fülle interessanter Aufgaben durch die 
obige einfache Methode erfaßt werden können. 961 
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ZUSAMMENFASSENDE BERICHTE 
Zur Hydrodynamik der Kolloide. 


Von MARKUS REINER in Jerusalem. 


1. Die Strömungsvorgänge in kolloidalen Lösungen sind zum Teil an sich von 
Interesse, zum größeren Teile jedoch werden sie beobachtet, um ein Maß für eine Eigen- 
schaft zu erhalten, die allgemein »Viskosität« genannt wird. Diese Eigenschaft weist 
ganz auffällig gewisse Beziehungen zu kolloidchemisch interessanten Erscheinungen auf 
und da sie verhältnismäßig leicht quantitativ erfaßt werden kann, ist in der Entwicklung 
der Kolloidehemie das Viskosimeter bald zu einem »Kolloidoskop« geworden. Ge 
messen wird meist die Zeit f, in der eine bestimmte Flüssigkeitsmenge @ bei gegebenem 
Ueberdruck (Transpirationsdruck) p aus einer Kapillare vom Radius AR und der Länge I! 
ausströmt. Zu diesem Kapillarviskosimeter ist dann (neben verschiedenen technischen 
Viskosimetern) ein Rotationsviskosimeter!) getreten, in dem von zwei koaxialen 
Zylindern der äußere, der die zu untersuchende Flüssigkeit enthält, mit gegebener Winkel 
geschwindigkeit rotiert, während der innere, der in die Flüssigkeit taucht, an einem Draht 
von bekanntem Torsionswiderstand D hängt: das auf den inneren Zylinder übertragene 
Drehmoment M—-D® (PD = Verdrehung des Drahtes) wird dann gemessen. Ist die 
Strömung laminar und stationär und ist 7 die in der Flüssigkeit herrschende Tangential 
spannung, die von Schichte zu Schichte variiert, d. h. eine Funktion des Abstandes r von 
der Achse ist, so lauten, wie leicht gefunden wird, die Gleichgewichtsbedingungen für je 
eine dieser Schichten, die in beiden Fällen Hohlzylinder sind’). 


I. Kapillarviskosimeter. II. Rotationsviskosimeter. 
\ 
T = ds L g = M SEE: ( L), 
2| 2rnl 


wo / die Höhe des inneren Zylinders ist. 


r ist nun in Beziehung zu den Strömungsverhältnissen in der unmittelbaren Umgebung 
des Punktes, für den es angesetzt wird, zu bringen. Dies geschieht in der klassischen 
Hydrodynamik zäher Flüssigkeiten durch den Newtonschen Ansatz‘) 


vn G . . . . . . (2), 
wo @G das Geschwindigkeitsgefälle und 7 der »Viskositätskoeffizient« ist. 
Damit geht GI. (1) über in 
rp M 
(r —- 7 u ze . . . ° 3 
2ln' 2 aln (3) 
und wenn man einführt 
Tv d vu 
Pi G=r- (4 
dr dr I 
wo v die Geschwindigkeit parallel der Rohr- wo ® die Winkelgeschwindigkeit ist 
achse ist, 
und man integriert nach r, so erhält man 
2 2 r 2 - R? ; 
(R*— r°) p RR rs h M r n + 4 (5). 
nl 2 ınln ER: R 
wo vr die Strömungsgeschwindigkeit nächst | wo AR; der Radius des inneren Zylinders und 
der Kapillarwand ist, vr; die Strömungsgeschwindigkeit nächst 


seiner Wand ist. 


Für die Tangentialspannung in der der Wand benachbarten Schicht wird dann in 
Analogie zu (2) 


sw an n \0R2 — vw) . ; F ö . j . j . (6) 


1) Couette-Apparat in der von Hatschek verbesserten Form, vergl. E. Hatschek, Kolloid- 
Zeitschr. Bd. 12, S. 244 (1913). 

?), Ich behandle die beiden Fälle des Kapillar- und Rotationsviskosimeters nebeneinander, 
da die Entwicklungen garz analog sind. 


3) I. Newton, Prineipia Lib. II, Seet. IV. 
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‚esetzt, wo n der Koeffizient der »äußeren Reibung« und v» die Geschwindigkeit der 
Wand selbst ist. Dabei gilt das obere Vorzeichen, wenn die in das Innere der Flüssigkeit 
rerichtete Normale auf die Wand die Richtung von r hat, und umgekehrt. 

Van ist aber 





i vw — 0 für den inneren Zylinder, 
Uw —= y 2 .. r 
vw—V—R,:?2 für den äußeren Zylinder. 
Man erhält so 
tw T m 
a a a = + — und, = + Ra! 
7 N / 
ınd da nach Gil. (1) 
R M | 
a. ZUDECHN E 
21 2Rnl 


erhält man schließlich 


p z R n ) M k — R.? 2 nn" 
1° R’ — r’) 2R a Ü == - t -, : 8). 
HA: du * ıinloal ER? R* A (8) 


Integriert man » über den Querschnitt, so Führt man in (7) 2 ein, so gibt dies 
gibt dies 


7 
—  —— + 1. — } > - 
t slı | R ) ınln| rR2 ” n„ Au’ 


‘ 


9) 


(@) Do» IR Ri® 7 R.® t | ( 


Trägt man in einem rechtwinkligen Koordinatensystem 


Qi/t gegen p auf, $2 gegen ®D auf, 
so erhält man eine durch den Ursprung gehende Gerade. 
Für homogene Flüssigkeiten (einphasige Flüssigkeiten in der Terminologie der 
Kolloidchemie) wird als Resultat ausgedehnter experimenteller Untersuchungen, sogar für 


nicht benetzende Flüssigkeiten 7 — » gesetzt. Die erste der Gl. (9) ist in dieser 
Form als Hagen')-Poiseuillesches ?) Gesetz bekannt. 
A PO...) U  ; ' 
{ ? r 


‘ 


Berechnet man nach den so spezialisierten Formeln 7 für jeweils zusammengehörige 
beobachtete Wertepaare von 


p und QIt, D und 2 
und trägt die errechneten Werte von 7 gegen 
p D 


auf, so gibt die Verbindungslinie der Punkte für homogene Flüssigkeiten innerhalb der 
Fehlergrenzen 


zur p-Achse zur D Achse 
parallele Geraden. 
Für den reziproken Wert von 7, den Fluiditätskoeffizienten 


= u ‘ ° : . . ; s ; . . (10) 


N 


gilt dies natürlich auch’). 


2. Verhältnismäßig spät erst fand man, daß bei vielen kolloidalen Flüssigkeiten die 
eben erwähnten Schaulinien keine Geraden sind‘). Die durch die y-Linie charakte- 
risierte Größe war somit keine konstante, war daher nicht der Viskositätskoeffizient des 
Ansatzes (2). Sie war nur ein »fiktiver Viskositätskoeffizient 7" (Apparent viscosity, 
Widerstandsgröße) (Vergl. Abb. 1 und 2). 7’ zeigte bei all diesen unnormalen Flüssig- 
xeiten ähnliches Verhalten: es ist bei langsamen Bewegungen größer als be‘ 
rascheren. Damit war klar, daß die Formeln der klassischen Hydrodynamik zäher 
“lüssigkeiten zur Beschreibung dieser Strömungsvorgänge nicht ausreichen. 


') E. Hagen, Popp. Ann. Bd. 46 (1839), S. 437. 

2) J. L.M. Poiseuille, Ann. Chim. Phys. [3] Bd. 7 (1843), S. 50. 

») Diese Entwicklungen und Formeln sind wohl bekannt, wurden aber hier abgeleitet, weil ' 
veiterhin auf sie Bezug genommen werden muß. 

*) W.R. Heß, Kolloid-Zeitschr. Bd. 27, (1920), S. 154. Die Heßschen Beobachtungen gehen 
uf das Jahr 1906 zurück. — Hatschek, K. Z. Bd. 13 (1913), S. 88. 
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Die erste Erklärung, die zur Deutung dieses abweichenden Verhaltens herangezogen 
wurde, war mit den Worten ihres Autors diese'): »Wir lassen Stärkelösung, z. B. von 
1,5 °/o, welche in einer Schale in kreisende Bewegung versetzt worden ist, spontan Zur 
Ruhe übergehen. Wenn der Ruhezustand unter steter Verringerung der Rotationsge- 
schwindigkeit eben erreicht zu sein scheint, sehen wir, daß von neuem Bewegung in die 





Flüssigkeit kommt, nun in entgegengesetzter Richtung .... Erst nach mehrfachem Hin 
und Herpendeln kommt es zum endgültigen 
Stillstand ... Dieses Pendeln ... kann #000 r T 


nicht anders als durch elastische Kräfte be- 
dingt gedeutet werden, die im betrefienden 
Medium als Ausdruck vorhandener Struktu- 
rierung auftreten. Die Kräfte sind nicht so 
groß, daß sie der Schwerewirkung entgegen, 


der Masse eine bestimmte Eigenform ... zu 3000 


| 
$2 (Mail fur die Viskosität) 


























56 
SQ 
S 4 "sh TSmın 
I 3 
5 2 ut — 75 [7] 
® | 

7 1} 

EURER VOII: TEE VCH VEIEE SHE SERR: I 1000 | | 
0" 22 30 WW # 60cmtig 20 40 60 _ 80 700 
RAsazı) /ransp. Druck [Raus za] Winkelgeschwindigkeit ın Kadıan per Sec 
Abb. 12). Abb. 2°). 


Abhängigkeit der »Viskosität« einer '/g prozentigen 
Gelatinelösung (Alter 72 Stunden) von der Rotations- 
geschwindigkeit im Couette-Hatschek-Apparat. 


Abhängigkeit der »Viskosität« einer 2 prozentigen 
Gelatinelösung vom Transpflrationsdruck, gemessen 
bei verschiedenem Alter der Lösung. 


verleihen vermöchten. Beim bloßen Zusehen imponiert das Medium als Flüssigkeit. 
Gleichwohl tritt die Verschiebungselastizität bei jeder Deformation als Gegenkraft 
eigentlichen Reibungswiderstand superponierend. Hat dieser selbst nur 


auf, sich dem 
wie beim Strömen im niedrigen Druckgefälle, so kommt der 


einen sehr kleinen Wert, 


Effekt der Superposition .... prägnant zum Ausdruck. Mit steigendem Druckgefälle 
wächst auch der durch den Reibungsprozeß veranlaßte Widerstand .. . Diese Kom 


ponente des gesamten Strömungswiderstandes erhält dadurch immer mehr das Ueber- 
gewicht über die andere Komponente. « 

Diese Konzeption einer »elastischen Flüssigkeit« wurde dann später von Freund- 
lich und seiner Schule)* aufgenommen und die eben zitierte qualitative Charakterisierung 
von Szegvari’) zu einem quantitativen Ansatz verwendet, der auf folgendes herausläuft: 
Fließen beginnt erst, wenn der Tangentialwiderstand 7 eine bestimmte Grenze (9) über- 
schritten hat, hernach setzt sich 7 zusammen aus einer konstanten Komponente 9 und 
einer zweiten von der Art des gewöhnlichen Viskositätswiderstandes. % wird arf die 
»Elastizität« der Flüssigkeit zurückgeführt. In Wirklichkeit ist der Sinn dieses Ansatzes 
jedoch der, daß wir hier überhaupt keine Flüssigkeit vor uns haben, sondern einen 
plastischen festen Stoff von so geringer Fließfestigkeit W), daß er unter der Einwirkung 
der eigenen Schwere »fließt« und daher als Flüssigkeit erscheint. .Die Größe dieser 
Fließfestigkeit hat aber nichts mit der Größe einer »Elastizität«, wie sie in dem Heßschen 
Versuch sich äußert, zu tun. Vor allem muß betont werden, daß es sich dort nicht um 


h Heß. a.a. 0. S. 161. 


7 


2) Heß, a.a. 0. (4), S. 159, Fig. 3. 
3) Hatschek, a.a. O. (4), S. 92, Fig. 4. 
#) MH. Freundlich und E. Schalek, Zeitschr. f. phys. Chem. Bd. 108 (1924), S. 153. 
>) A. Szervari, Zeitschr. f. phys. Chem. Bd. 108 (1924), S. 175. 
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eine reine Kraftwirkung, sondern um einen Impuls handelt. Unter diesem kann eine 
wirkliche Flüssigkeit, die keinerlei Fließfestigkeit besitzt, sehr wohl elastische 
Reaktion (Zug oder Druck) zeigen'),. Umgekehrt kann auch ein ziemlich bedeutendes ®, 
das dann so groß wird, daß der Stoff auch äußer- 
lich als plastischer »fester« (wenn auch weicher) 9/5 
Körper erscheint, wieder mit einem so (ver- 0.009 
hältnismäßig) großen Schubmodul Hand in Hand 
sehen, daß eine elastische Deformation äußerlich 
nicht recht erkennbar ist. PO 
Mit solchen Stofien, wie Tonsuspensionen, 
Oelfarben und verschiedenen Pasten, arbeiteten 0008 
amerikanische Experimentatoren schon längere S, 
Zeit (vergl. Abb. 3). Auch hier traf das Poiseu- 
illesche Gesetz nicht zu. Hier war es aber 0.004 
naheliegender, die »Konsistenz« des Materials 
und nicht eine Elastizität dafür verantwortlich zu 
machen. San 
Die Stoffe wurden als »plastisch« im Gegen- 
satz zu wirklichen Flüssigkeiten gebracht und 0.007 
zuerst von Bingham’) als Erweiterung von —_mu 
Formel (9°) die Formel 0 700 200. 300 #00 500 600 T0Dgjem‘ 
at=x(p—-f) . . . (1) ran a ir 
vorgeschlagen. Bingham approximierte somit Abb. 3 ?). 
die p/Q-Kurve durch eine Gerade, die auf der 
p-Achse ein Stück f abschneidet. / nannte er erst »Reibungskonstante« (friktion constant) 
und später besser »Fließdruck« (yield pressure), d. h. der Druck bei dem Fließen 
beginnt. 









al n 
67, 90H Ind | 











3. Diesen summarischen Ansatz übertrugen dann Green‘) und Buckingham’) 


auf den differentiellen Ansatz 
1 
G= (7-9) 0 ı DE 202 7 © Du SS, ed } ) 


N 


welcher somit eine Erweiterung des Newtonschen Ansatzes (2) ist. $ ist der »yield value 
Führt man diesen Ausdruck für 7 in (1) ein, so erhält man ganz analog wie früher 


p (PR? 9 n F > Mr [r?-Ri® 27 F r a 
U == dy or — >2R + (A r) = o o + - = E In 15) 
| , n inInlLrRi® Rn. n Ri 

ie M 
.. n 3 J ? a £ . 
für /7 v,d.h.rzr— 3 wo9—_—|aj, |füre=V, dh: än | 2nl$ 


Dagegen ist für = ro die Winkelge- 
Dagegen ist für r= ro die Geschwindig- schwindigkeit konstant gleich 
keit konst: } ’o. 
xonstant gleich vo er M L Inn 9 | Me 
2 In 


„-AlRriR | - (R- =r ro dalmR®l Riem) mn "NonloRe® 

ln N 7 p Es existiert somit ein fester Hohlzylinder, 

der als Ganzes rotiert und das Geschwin- 

digkeitsprofil setzt sich aus einem Hyperbel- 

ast mit anschließendem geraden Stück zu- 
sammen (vergl. Abb. *) 


(14) 


Es existiert somit ein fester Zylinder, der 
sich als Ganzes vorwärts bewegt und das 
Geschwindigkeitsprofil setzt sich aus zwei 
symmetrisch gelegenen Parabelbögen mit 


s r “ } 3s+- Ri? p . 
einem geraden Verbindungsstück zusammen, o __?*U Ra+R: _ Pi 2.._ 
ist also eine Art abgestumpfter Parabel n RaRi(Ra’—Ri‘) A 
(vergl. Abb. 4). u ] | 2x Ra’ 

— — In Ne). , cs 
r (Ra“ — Ri”) Fr ) 


I) E.C. Bingham und J. W. Robertson, K. Z. Bd. 47 (1929), S. 2 
2) H. Green, Proc. Amer. Soc. for Testing Materials Bd. 20, IT (1920), S. 451 Abb. 7. 


3) E.C. Bingham, Scientific Papers 0! the Bureau of Standards Bd. 13 (1916), S. 309 61. 13, 


’) Green, a.a.0., Gl. (12). 
°) E. Buckingham, Proc. Amer. Soc fur Testing Materials Bd. 21 (1921), 8.1. 
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Abb. 4. Abb. 4. 
r \ . ’ z 92. > z R I. FI i 
Nun erhält man für nl Re<o rl Ra? 
ı% 2: 8 #1 16 h® D D 
1“, = R p Bu N Rp rt Pr = | und 
r ’ > A ’ 7 
/ 9] Q, 2m r Ra? + Ri? DB —_0 
für p R n RaRi(Ra’-Ri?) 
t%7 e 2m! 2. 2nl$ 2 
und an r$ p=0 für p RR: für ® n Ri 
sowie 
Für große Werte von p kann auch ge- o __ u Ra’ + Ri’ DD 
setzt werden: er‘ „ RaRi(Ra’ -Ri‘) 
4x7 “ıp ı R' F r Y R a. 13 
di - —p= ' ed Zu u Be ut 
Rr r 3 r r D r Ri D L( ( ): 







Die Schaukurven sehen (wenn der Einfluß der äußeren Reibung »nach unten« 
aufgetragen wird), folgendermaßen aus: 
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Abb. 5. Abb. 5. 





Die fiktive Viskosität findet man leicht aus 
n' _— “ıp/Q | 7 == Arı D ‘2 ° . . (17). 






Die »fiktive Fluidität« (apparent fluidity) 9’ ist ihr reziproker Wert. 
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Die Schaukurven sehen für den Fall = © folgendermaßen aus: 


7 'herw 4 7 bezw 


| 












| 
/ | 
Ä | 
L | 
| | | / 
| BERN; 

21» tm 

/ me - 

[RAu+Ze| RA4+Z6/| 
Abb. 6. Abb. 6‘. 


Es ist zu beachten, daß die fiktive Viskosität solcher Materialien daher bei kleinen 
Strömungsgeschwindigkeiten sogar unendlich groß werden kann, während ihre wahre 
Viskosität (der Annahme gemäß) konstant bleibt. 


Die obigen Formeln wurden zuerst von Die obigen Formeln wurden von Reiner 
Buckingham!) abgeleitet und unabhängig | und Riwlin°) abgeleitet, die dabei wohl 
von ihm von Reiner’), der von der Kon- von der Konzeption der »Elastizität« aus- 
zeption der »Elastizität« ausging. gingen, jedoch ihre Wesensübereinstimmung 

mit der »plastischen« Auffassung betonten. 


Die Gültigkeit dieser plastico-dynamischen Auffassung kann auf zweierlei Weise 
nachgeprüft werden: a) durch Vergleich von Versuchsmessungen mit den Schaukurven 
(Abb. 5 und 6), b) durch direkte Beobachtung der Geschwindigkeitsprofile (Abb. 4). Ada) 
liegt recht viel Versuchsmaterial für die Kapillare vor, sehr wenig jedoch für den Ro- 
tationsapparat. Nun ist aber gerade im Falle der Kapillare die Form der @-Kurve sehr 
kompliziert (vergl. Abb. 5). Der Rotationsapparat besitzt den Vorzug, daß die analoge 
Kurve, wie Reiner‘) hervorgehoben hat, eine Gerade ist (vergl. Abb. 5’). Was die 
Kurven Abb. 6 und 6’ betrifft, so könnten sie ein Kriterium durch das Unendlich- bezw. 
Null-werden von 7’ bezw. g'’ liefern, jedoch ist die Extrapolation zu unsicher und dann 
fragt es sich, ob nicht doch ein Gleiten an der Wand stattfindet. Ad b) liegt fast gar 
nichts Experimentelles vor. Kroepelin°) hat mit Hilfe von Pitotröhren Geschwindigkeits- 
profile bei Strömungen durch Rohre aufgenommen, um eine etwa vorhandene »Abplattung 
festzustellen. Die Resultate sind noch nicht publiziert. Dagegen gibt de Waele‘) ein Ge- 
schwindigkeitsprofil für die Strömung von Oelfarben im Rotationsapparat an, das er ganz 
anders deutet, das aber nach Abb. 4’ eine Bestätigung für die hier entwickelte Theorie 
bieten könnte. Ferner haben Green und Haslam’) versucht, mit Hilfe eines von ihnen 
konstruierten Apparates, des »Mikroplasteometers«, durch mikroskop'sche Beobachtung der 
Masse in der Kapillare den Fließdruck direkt zu bestimmen. 

4. Steht eine endgültige Bestätigung der plastico-dynamischen Theorie, wenn auch 
nur für eine Gruppe von Stoffen, somit noch aus, so ist doch festgestellt, daß sie sicher- 
lich für eine andere Gruppe von Stoffen nicht zutrifft. Es sind dies die »polaren« 
Kolloide vom Typus des Gelatinesols‘). Die Q-Kurve solcher Stoffe zeigt folgende Eigen- 
tümlichkeiten: Sie geht vom Ursprung mit einer bestimmten Neigung aus und ist im 
ganzen Verlaufe stetig gekriimmt; diese Krümmung nimmt selbst stetig ab, ohne aber je 


I) E. Buckingham, a.a. O. 

2, M. Reiner, K.Z. Bd. 39 (1926), S. 80. 
3) M. Reiner und R. Riwlin, K.Z. Bd. 43 (1927), 8. 1. 

*) Reiner, Rheology Bd. 1 (1929), S. 5. 

5) H. Kroepelin, Mündliche Mitteilung. 

6) A. De Waele, K.Z. Bd. 38 (1926), S. 27 Abb. 13. 

7) H. Green und G. $S. Haslam, Ind. and Eng Chemistry Bd. 17 (1925), S. 126. 
Bingham, Colloid Symposium Monograph S. 221. 
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ganz zu verschwinden'!). Die Gestalt der Kurve ist einigermaßen parabelartig (vergl. 
Abb. 7) und kann keinesfalls unter das Bild der Abb. 5 gebracht werden. 

Kine »Festigkeit« besteht jedenfalls nicht. Weder schneidet die Kurve auf der 
Druckachse ein bestimmtes Stück ab, wie es der Fall sein müßte, wenn kein Gleiten an 
der Wand stattfindet; noch ist zumindest eine ausgesprochene Aenderung in der Gesetz 
mäßigkeit zu beobachten, was der Fall sein müßte, wenn Gleiten stattfindet. Man ist 
also genötigt, diese Stofie als wirkliche Flüssigkeiten anzusprechen. Es ist von Reiner’) 
vorgeschlagen worden, die Flüssigkeiten nach ihrem hydrodynamischen Verhalten in zwei 
Gruppen einzuteilen: a) Newtonsche Flüssigkeiten (Newtonian liquids), für welche 
Ansatz (2) gilt und b) Nicht-Newtonsche Flüssigkeiten (Non-Newtonian liquids), für 
welche der Ansatz (2) nicht gilt. Unter den fließenden Kolloiden gäbe es dann feste 
Stoffe (Solids) und flüssige Stoffe (Fluids). Das Kriterium der Untersuchung wäre 

die Existenz einer Festigkeit und nicht 


























u re» Mr > . . 
.,,|°R-0041cm,L-12,30m, Q*2,7#ccm etwa das Nicht Zutreffen des I oiseuille- 
- R-0,092”, 0103-,0:2,33 " / schen Gesetzes: Dieses letztere scheidet 
BE lediglich die Newtonschen Flüssigkeiten 
0.24 | / aus. Während somit im Falle der festen 
A / 4 Stoffe die Veränderlichkeit der Wider- 
i 3, / standsgröße mit dem Transpirationsdruck 
U, o . 
% N erklärt werden kann, auch bei unver- 
/ sy 
) 1 \f 
x / 24 RN bern. 
n/ 8 F4 N i 
x . 
008 
£ Jo 
0.04% £ 
7 ö 
a - y 77 > [$0 
4 320 10 160 200 pıng/cm? L nee 
KA44 77 IRAy4 28] 
Abb. 7°) \bhängigkeit der Durchflußmenge einer Abb. 8. 


Gummi-Benzollösung von der Konzentration. 


änderlicher Viskosität, muß bei einer Nicht-Newtonschen Flüssigkeit die Viskosität 
selbst als veränderlich angenommen werden. Dies kann man sich dann so vorstellen, daß 
die innere Struktur der Flüssigkeit, welche die Viskosität des Systems bestimmend beein- 
flußt, durch die Mechanik des nicht-stationären Fließens verändert wird. Diese Er- 
scheinung wurde daher von Wo. Ostwald*) als Strukturviskosität bezeichnet. Es 
folgt aus dem Gesagten, daß bei einer Nicht-Newtonschen Flüssigkeit im Gegensatz 
zum plastischen Stoff die wie gewöhnlich berechnete Viskosität bzw. Fluidität eine Be- 
deutung hat. Trägt man sie geren die Tangentialspannung (shearing stress) an der 
Wand’) auf, so stellt sie die Viskosität bzw. Fluidität in der der Wand benachbarten 
Schichte dar und man erhält ein Bild, wie es Abb. S zeigt. 

Es ist nun klar, daß viele »Viskositäts«-angaben von Kolloiden in der Literatur, 
auch in Tabellenwerken, wie jenes von Landolt-Börnstein, wertlos, ja sinnlos sind 
Wertlos, wo es sich um eine Flüssigkeit mit veränderlicher Viskosität handelt und der 
Transpirationsdruck, bei dem die Messung erfolgte, sowie die Kapillardimensionen nicht 
angegeben sind; sinnlos, wo es sich um einen leicht fließenden, in Wirklichkeit aber 
festen Stoff handelt. Vor alleın bestehen für die Begriiie, die zur Kennzeichnung der 
beobachteten Erscheinungen dienen sollen, keine allgemein akzeptierten Definitionen. Es 


) Ss. B. Eliis, Thesis Lafayette College (1927). 

®) Reiner, Rheology Bd. 1 (1929), S. 12. 

) W. H. Herschel und R. Bulkley. K. Z. Bd. 39 (1926), S. 291, Fie. 2. 

) Wo. Ostwald, RK. Z. Pd. 36 (1925), S. 99 

°») zw ist als unabhängige Variable von Bingham eingeführt worden. Es ist mit p proportional 
ermöglicht aber, wie später gezeigt werden wird, eine von den Dimension’n des Apparates unabhängige 


Darstellung. 
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hat daher das Subkomitee über Konsistenz der »American Soeiety for Testing 
Materials« es übernommen, eine Reihe von Norm-Definitionen aufzustellen. Aus 
der großen Zahl der Vorschläge für Begriffe wie: Konsistenz, Flüssigkeit, Viskosität, 
tester Stoff, Plastizität, Fließfestigkeit, Mobilität, Steifigkeit, Elastizität, Schlüpfrigkeit, 
Sprödigkeit und vielen anderen seien hier die folgenden erwähnt: 

Konsistenz (Consistency) ist jene Eigenschaft eines Materials, durch welche es 
einer bleibenden Formänderung widersteht. Sie ist bestimmt durch ein vollständiges 
Kraft-Fluß-Diagramm. Der Ausdruck kann sowohl auf Flüssigkeiten als auch auf feste 
Stoffe angewendet werden, z. B. Konsistenz von Butter, Tonschlamm, Syrup. 

Flüssigkeit (Fluid) ist ein Stoff, der unter jeder noch so kleinen Tangential- 
spannung ständig deformiert wird. 

Fluidität (Fluidity) ist das Maß der Geschwindigkeit, mit welcher eine Flüssigkeit 
durch die Einwirkung einer Tangentialspannung deformiert wird. Quantitativ ist sie be- 
stimmt durch die Relativgeschwindigkeit in cm/sec, die einer von zwei parallelen, 1 cm 
voneinander entfernten Flächen durch eine Tangentialkraft von 1 dyn cm”? erteilt wird, 
wenn der Zwischenraum von der Flüssigkeit erfüllt ist. 

Viskosität (Viscosity) ist das Maß des Widerstandes, den eine Flüssigkeit einer 
Deformation entgegensetzt. Quantitativ der reziproke Wert der Fluidität. 

Fester Stoff (Solid) im Gegensatz zur Flüssigkeit ist ein Stoff, der eine De 
formation ständig erträgt, falls die Tangentialspannung einen bestimmten Wert nicht 
überschreitet. 

Fließfestigkeit (yield value) ist die minimale Tangentialspannung, unter der ein 
fester Stoff ständig deformiert werden kann. 

Mobilität (mobility) ist das Maß der Geschwindigkeit, mit welcher ein fester Stoff 
durch Einwirkung einer Tangentialspannung, die die Fließfestigkeit überschreitet, defor- 
miert wird. Quantitativ ist sie bestimmt darch die Relativgeschwindigkeit in cm/sec", 
die einer von zwei parallelen, 1 cm voneinander entfernten Flächen, durch eine Tangential- 
kraft, die um 1 dyn em” größer ist als die Fließfestigkeit, erteilt wird, wenn der Zwischen- 
raum von dem festen Stoff erfüllt ist. Die »Fluidität« ist der Spezialwert der »Mobilität« 
für verschwindende Fließfestigkeit. 

Steifigkeit (stiffness) ') ist das Maß des Ueberschusses des Widerstandes über die 
Fließfestigkeit hinaus, den ein fester Stoff einer Deformation entgegensetzt. (Quantitativ 
ist sie der reziproke Wert der Mobilität. Die »Viskosität« ist der Spezialwert der »Steifig- 
keit« für verschwindende Fließfestigkeit. 

Besonders zu beachten ist die Unterscheidung, die zwischen »Mobilität« und 
’Fluidität«e und zwischen »Steifigkeit« und »Viskosität« gemacht wird. Zwar wird seit 
Lord Kelvin?) der Ausdruck »Viskosität« auch für feste Körper gebraucht und zwar 
im Sinne der eben definierten »Steifigkeit«. Jedoch wurde dieser Gebrauch im Falle der 
leicht fließenden festen Stoffe nicht beachtet und hier, wie in S 2 erwähnt, eine fiktive 
Viskosität, die Widerstandsgröße, angegeben. Solange Ziffern für diese Größe in ver- 
schiedenen Handbüchern und Tabellenwerken unter »Viskosität« erscheinen, sollte, um 
Mißverständnrisse zu vermeiden, bei festen Stoffen für den Koeffizienten des vom 
Geschwindigkeitsgefälle abhängigen Anteiles des Widerstandes gegen De- 
'ormation eine andere Bezeichnung gebraucht werden, für die eben »Steifigkeit« vor- 
geschlagen ist. Uebrigens mag erwähnt werden, daß De St Venant’) und Levy') in 
ihren plastieo-statischen Arbeiten den Ausdruck »viscositec« für unsere Fließfestigkeit ge- 
brauchen und für unsere Viskosität »frottement intörieur« sagen. 


5. Um eine formelmäßige Erfassung der Nicht- Newtonschen Flüssigkeiten hat 
sich hauptsächlich Wo. Ostwald’°) bemübt. Er weist dar@uf hin, daß es hofinunglos er- 
scheint, die mechanischen Besonderheiten der Struktur des dispersen Systems zahlenmäßig 
festlegen zu wollen. Schon der rein geometrische Zusammenhang ist wenig oder gar 
nicht bekannt und die Dynamik hängt dann von einer ganzen Anzahl verschiedener 

) Diese Bezeichnung steht aber noch nicht fest wegen der >»Steifigkeit« in der Klastizitäts- 
ıeorie. Letztere könnte aber »Rigidität« genannt werden. 

?), Lord Kelvin, Proc. Roy. Soc. Bd. 14 (1865), S. 289. 

d) B. de St. Venant, J. de Math. (2) (1871), S. 16. 

*) M. Levy, Ibid. 

»)» Ostwald. K. Z. Bd. 36 (1925), S. 99. 157. Bd. 38 (1926), S, 261, Bd. 453 (1927) S. 155, 
30, 210. 
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a er 


Elastizitätsmodulen, Festigkeitsziffiern, Reibungskoeffizienten usw. ab. Er schlägt dahe: 
ein empirisches Gesetz vor, das den durchschnittlichen Gesamteinfluß dieser vieler 
Faktoren enthält und wählt hierfür die Parabelgleichung 





Qlt = kıp" 2=kuı®". . . (18). 
alt So wie für alle Newtonschen Flüssigkeiten im Laminar 
| ; gebiet m —= 1 und im Turbulenzgebiet nach Reynolds 
| | | | | — ‚ behauptet Ostwald, daß für alle Flüssigkeiten 
5 um mit Struktur im »Strukturgebiet« m> 1. Er hat mit seiner 





Turb Schule für die verschiedensten Kolloide Messungen über 
große Strömungsgeschwindigkeitsbereiche durchgeführt und 
bekommt als typische Kurve Abb. 9. Das geradlinige Mittel 
stück nennt er Hagen-Poiseuillesches Gebiet, daran 
schließt sich bei höheren Geschwindigkeiten das Turbulenz- 
gebiet an. Kleine Geschwindigkeiten fallen in das »Struk- 





Kl 





EEE u ET. TE 
a ante 








\ rc] ' u R . 

HE or I turgebiet«. Für m fand Ostwald meist Werte zwischen 
| ! -n | und 2, in anderen Fällen aber auch größere, bis zu 

RA44Z9 m—=71. 

4 Abb. 9. Zur Diskussion des Ostwaldschen Vorschlages beachte 


man, daß in %r bzw. k;r der Viskositätskoeffizient bzw. 
Fluiditätskoeffizient sitzt. Berechnet man ihn nach Formel (17) als fiktive Viskosität, so 
erhält man 





Ev 
ET A u Er a) re EEE TE TER er ee 








ER „1 “U Bı-m “„ı 1 \ 
? ) = N = == 19). 
Ä kı / kı ge / kıı krı gpm—ı ( ) 
Da m >1, ergibt dies / o jür 
' p= Ü D - 0. 
| Dagegen ist jedoch nach zwei Gesichtspunkten Stellung zu nehmen: a) experimen 
4 tell zeigen wohl die von Ostwald veröffentlichten Kurven nach dem Ursprung einen 
j | Verlauf, der als »tangential zur p-Achse« gedeutet werden kann. Dies mag aber auf die 
: besondere, von Ostwald verwendete Apparatur zurückzuführen sein. Die Beobachtungen 
| der Bingham-Schule, die die Verhältnisse bei kleinen Geschwindigkeiten sehr sorgfältig 
| untersucht hat, ergaben die zu Beginn des $ 4 erwähnte »bestimmte Neigung im Ursprungs, 
| d h. die Flüssigkeit hat im Ruhezustande eine bestimmte, von Null verschiedene Fluidi 
Bi tät; b) theoretisch läßt sich der Begriff einer Flüssigkeit mit einem unendlich großen 
Viskositätskoeflizienten ebenfalls nicht in Einklang bringen. 
Diesem Mangel läßt sich aber durch Einführung einer additiven Konstanten, z. B. % in 
I kn." ! 
V=g9-+ x ai =Ie r D . (20)') 
: x “1 “ll 
: abhelfen, woraus man erhält 
. Qt 419 ar p —. kı p"” ‘2 — #4]1 Jo D + kr D" ; . (21). 
h i Nun bleibt aber noch ein zweiter Mangel bestehen; es folgt nämlich aus (20) 
| | y= ® oder 7 =, 
N p == D ze & . 
s wogegen es klar ist, daß die Viskosität des Systems nie verschwinden kann, da sie doch 


jedenfalls auch bei weitgehendster Zerstörung der Struktur nicht kleiner werden kann 
als die Viskosität des Dispersionsmittels, diese vielmehr nie erreicht. Es kann nun aller 
dings gesagt werden, daß so große Geschwindigkeiten nie realisiert werden können und 
große Geschwindigkeiten überhaupt schon in das Turbulenzgebiet fallen, für welches 
Formel (21) keine Gültigkeit beansprucht. Es könnte diese Formel daher eine geeignete 
Näherungsformel bieten. Sie ist als empirisches Gesetz vorgeschlagen worden von Ellis‘) 
und mit n=2 von Williamson‘°). Gegen diese letztere a priori Annahme spricht aber 
die andere zu Beginn des 5 4 erwähnte Beobachtung, daß die Krümmung der Q-Kurve 





I) Es wird sich später zeiren, daß es vorteilhafter ist, mit »Fluiditäten« anstatt »Viskositäten 





zu reehnen. 
3), Ellis, a.a. 0. 
3), Williamson zitiert bei Bingham, a.a. ©. 
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cht konstant ist, oder was auf dasselbe herausläuft, daß die g-Linie keine Gerade ist, 
as sie nach Gl. (20) für m = 2 sein müßte. 

Gl. (18) wurde für die Kapillare allein schon vor Ostwald von Farrow und 
owe!) und de Waele‘) vorgeschlagen. 

In der angegebenen Form sind die »Konstanten« der Gl. (18) und (20) noch von 
en Abmessungen des Apparates abhängig. Führt man aber anstelle von p bzw. ® als 
nabhängige Variable 7, ein (vergl. Faßnote S. 406 sowie Gl. (7)), so erhält (20) die Gestalt 

3 Nude, kır LER (92), 


g=-p+-— ( ) 2 gyo=Yp-+ ( 
zı \R 7 D 


Hier kann Q anstelle von g' geschrieben werden. Durch Einführung von 7, erhält man 
ämlich nicht mehr eine fiktive Fluidität, sondern die wirkliche Fluidität in der der Wand 
‚enachbarten Schichte. Die neuen Konstanten 

„ kr (ale- ee 

Mies (7) Cu, | D ) .. (23) 
sind von den Abmessungen ein und desselben Typus von (geometrisch ähnlichen) Appa- 
raten unabhängig. Es besteht jedoch kein Weg, um verschiedene Typen miteinander zu 
vergleichen. D. h. man besitzt damit empirische Formeln für je eine Gattung von Appa- 
raten, ist aber nicht in der Lage, aus Beobachtungen an einer Art von Apparaten die 
Verhältnisse an einer anderen Art voraus zu berechnen. 


6. Will man dies erreichen, so muß man auf einen hypothetischen Differential- 
ansatz von der Art des Newtonschen Ansatzes (2) zurückgehen und die Formeln durch 
Integration ableiten, wie es in $3 mit dem Binghamschen Ansatz (12) durchgeführt 
wurde. Man wendet dann die Beziehung (18) auf die Verhältnisse in der Schichte an, 
d.h. man setzt 


A r ° 
wo k eine physikalische Konstante der Fliissigkeit ist und führt z aus (1) ein. Es ergibt sich 
m dv M m d» 
„(= —k rp = — G=k zr ° 25 
(21 dr FrrT, "dr (20) 
und durch Integration 
p\n Rrt!_ „ti Rp rk (M \"r?" — Ri?" Mr 
—k ( - ‚—=r@ 26 
7) m+1 "a aueh a) RR” T oRitelı (26) 
p m R"+37 R’np k D D "Ra?" _ Ri? m 
t—=k 2 — 
W (21) +” ol, zn 65 RE RE" 

Ä | u ie DP Ra’+Ri’ 

Gl. (27) wurde (ohne das Glied für die Ilm Ra’Rii (27) 
äußere Reibung) zuerst von Dryden?) und | ES wie: 
unabhängig von Porter und Rao®) ab- | Gl, (27) wurde (ohne das Glied für die 
geleitet. äußere Reibung) zuerst von Farrow, Lowe 

| und Naele°) abgeleitet. 
Vergleicht man Gl. (27) mit (18), so ergibt sich 
R m R’ rn D m Ra?” — Ri?" 
k ki kır=k ( ) 28 
: 7) m+ 8 0 2nlRa’Ri? 2m (28) 
und daher ist nach (23) und (9) 
Ra\?” Ra,’ 
— 1 
(Ri) Ari) 
Cı= k — . Cr= r en . ai (29) 
m + 3 ” zu N. L 
IR;) (R: 


nd die C-Konstanten sind tatsächlich für jeden Typus von (geometrisch ähnlichen) 
pparaten von den Abmessungen des Apparates unabhängig. 

Das Geschwindigkeitsgefälle in der der Wand benachbarten Schichte findet man 
8 Gleichungen (24), (28) und (18) mit 


), F.D.Farrow and G. M. Lowe, J. Text. Inst. Bd. 14 (1923), T. 414. 

2) D. Waele, J. Oil and Colour Chemists Assoc. Bd. 4 (1923), 33. 

3) H.L. Dryden zitiert bei Herschel und Bulkley, a. a.O. Fußnote 12. 

#) A. W. Poster and P. A. M. Rao, Trans. Faraday Soc. Bd 23 (1927), S. 311. 
°) Farrow, Lowe and S.M. Naele, J. Text. Inst. Bd. 19 (1928), ü. 18. 
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R \2m 
G Qm+3 Q—=R (Ri) (30) 
Yo = f R3 o ==) Ra oe i : )). 
(Ar) , 






Damit ist das oben gestellte Ziel erreicht und man ist in der Lage an mit dem 
selben Material ausgeführten Messungen, im Kapillar- und Rotationsapparat zugleich, di: 
Theorie zu verifizieren. 

Dies ist von Farrow, Lowe und Naele 
an Stärkesuspensionen durchgeführt worden 
Abb. 10 zeigt log @„ gegen log 7, aufgetragen 
Die Schaulinien sollten nach Gl. (24) gerad: 
sein. Sie sind dies aber nur bei schwachen 
Konzentrationen und damit ist Ansatz (24 
als im allgemeinen unzutreffend nachge 
wiesen. Im übrigen waren gegen diesen An- 
satz a priori dieselben Einwendungen zu machen 
wie sie gegen Ansatz (18) in $5 vorgebracht 
wurder, und außerdem ist es mehr als wahr- 
scheinlich, daß die klassische Voraussetzung 
eines Hafitens der Flüssigkeit an der Wand 






40 








30 






00 


(„= =») für derartige Systeme (d. h. für das 
System als Ganzes) nicht zutrifft. Ferner 
ist zu beachten, daß Farrow, Lowe und 
Naele der Ansicht sind, m sei eine charakte- 
ristische Konstante der Flüssigkeit. Dies würde 
aber bedeuten, daß %k für jede andere Flüssig- 
keit von verschiedener Dimension ist; 
Abb. 10. man hätte somit tatsächlich für jede Flüssig 
keit ein anderes Gesetz vor sich. m muß 
vielmehr eine für die Art der Struktur charakteristische Größe sein und für alle 
Flüssigkeiten gleicher Struktur denselben Wert besitzen. 

Nach dem bisher Dargelegten waren somit zwei Erweiterungen des Newton- 
schen Ansatzes für Kolloide versucht worden: u. zw. der Binghamsche plastische 
Ansatz und der De Waele-Ostwaldsche Exponentialansatz. Ferner wurde eine Kom- 
bination beider Ansätze von Herschel und Bulkley’°) mit der Gleichung 


Qalt=klo—f”" .». . .». 2 2 2 2 2.0.81) 


vorgeschlagen. Dies wäre dann ein plastischer Stoff mit variabler Mobilität. 

Es ist nun möglich, wiewohl bisher nicht nachgewiesen, daß diese Ansätze gewissen 
Typen von Kolloiden gerecht werden. Keiner von ihnen ist aber seiner speziellen 
Natur nach geeignet, als Grundlage einer allgemeinen Hvdrodynamik der Kolloide zu 
dienen. 

7. Ein prinzipiell verschiedener, weil systematischer Weg zur Erweiterung 
des Newtonschen Ansatzes, welcher zugleich die verschiedenen speziellen Ansätze als 
Sonderfälle mit aufnimmt, wurde von Reiner*) eingeschlagen. Schreibt man nämlich 
an Stelle des sehr speziellen Newtonschen Ansatzes (2) ganz allgemein 


2 ‚RE a u . (82), 
so kann man versuchen, die Funktion mit Hilfe einer Tavylorschen Reıhe 


) HE . (n)(9 , 
Bed) + Na) a9 +...4+ PP asp. . (83) 


2 n! 
zu entwickeln. 
Hierin ist für z=%, @=0 und daher f($)—=0. Dies gibt 


70 

































RR 2 ü 
«sd ,ı nl (z ) ee, Eee 






I) Ibid. 

2) Ibid. Abb. 2. 

d) Herschel und Bulkley, a.a. 0. Gl. (10). 
4) Reiner, Rheology Bd. 1 (1929), S. 11. 
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G 
Ruhezustande %. 
Man bekommt dann 


ist aber nichts anderes als die »Mobilität« « und für = ö ist es die Mobilität im 


fen) (9 
um Io -+ 5; ad Ir — Hl. | .. (35) 
2 n! 
und 
‚tn (9 | 
Gr ri 
u. 


Ansatz (36) umfaßt, wie leicht eingesehen werden kann, alle bisher versuchten. 
Insbesondere gilt er mit 9 = 0 für Flüssigkeiten. Die Integration bietet keine Schwierig- 
keiten und man erhält, analog zu den Gl. (27) 


en + Io Zoe 2 DP + Wr 


Et  aln sl  anln RR 
.f{(n) n Rn +3; Do» R.? a R? 2 fi) (0) 
) n! (2) n-+ 5 Tan R.? RA 2 n! 


Do\" ı R.2" — RA" ‘ 
ten! ın R.2" RR?" (37). 


Das erste Glied ist das der äußeren Reibung, das zweite ist das der inneren 
Reibung Newtonscher Flüssigkeiten, die weiteren Glieder sind die »Struktur- 
elieder« Nicht-Newtonscher Flüssigkeiten. Ihre Zahl ist im allgemeinen unendlich 
eroß. Dies bedeutet natürlich nicht, daß zur Beschreibung des hydrodynamischen Ver- 
haltens des betreffenden Stoffes unendlich viele Konstanten notwendig wären. Viel- 
mehr erscheinen im allgemeinsten Falle, um dem bisher vorliegenden Beobachtungsmaterial 


rerecht zu werden, fünf Konstante als hinreichend. Davon sind drei, und zwar n, % 
und 4o oben bereits gewählt worden und die zwei anderen könnten etwa f’(9) und f"’(9) 
sein. Dann müßten sich alle weiteren Koeflizienten fIV(9)...f®(8) durch 9, w, f’ (9) 
und f” (9) ausdrücken lassen. Läßt sich dies am vorhandenen Beobachtungsmaterial 
durchführen, so kann es gelingen, die Funktion Gl. (32) in geschlossener Form dar- 
zustellen. Im Gegenfalle hat man in 


„_R’np pR'n ’ p \:R’n an Dp Ra’+Ri? D®P Ra’—Ri! 
Qlt = er +0 7 +0) (2) ze u + Ho 1 RaRn 
in p\’ Ren . DPp\2 1 Ra!'-Ri! 
+") (> 36 +0) 41) 8 Ra' Rit 
"m Do 3 1 R 6_ Ri® 
+ 1°(0) (1-1) 36 Ras Rus (38) 


Näherungsformeln, die den praktischen Anforderungen genügen sollten. 


8. Die oben erwähnten Konstanten f"(9) und f”(9) haben lediglich empirische 
Bedeutung und lassen sich physikalisch nicht interpretieren. Eine rationellere Wahl 
würde neben w, der kleinsten Mobilität, auf u, der größten Mobilität, die bei weit- 
gehendster Zerstörung der Struktur zu erwarten ist (und für die in der Fluidität des 
Dispersionsmittels eine obere Grenze gesetzt ist), fallen. Dann bietet sich von selbst als 
weitere Konstante eine Größe Ü dar, welche für den Grad des rascheren oder lang- 
sameren Anwachsens von # zu u,, d.h. für den Grad der L.abilität der Struktur des 
Stoffes charakteristisch ist. Nun kann man auch den umgekehrten Weg einschlagen: 
man kann irgendeine Funktion zu (wo, 4, Ü, T— 0) annehmen, die entsprechenden Formeln 
für Q/t und 2 ableiten und zusehen, ob und welche Stoffe unter dieses Bild kommen. 
Dies ist bisher für zwei Typen versucht worden. 


(a) In Fortsetzung der oben geschilderten Versuche für die Abhängigkeit die mathe- 
natisch einfachste Form einer algebraischen Funktion zu finden, hat Reiner') die Formel 


1 + "x C(t—9) 
= m — —— . (39) 
Tee > Ce 
ılso eine Hyperbel, vorgeschlagen. 


I) Ibid. 
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. -) De 
"= m + (u —m)2| 7 | Be za Su (40), 
d.h. (9) u ER N u: | | (4 1). 






Ztschr. f. anzew. 


In Reihenform, analog zu Gl. (35) stellt sie sich folgendermaßen dar: 





Eine Einsicht in die Struktur des Stoffes gewinnt man damit nicht. Will man 
(b) zu einer solchen gelangen, so muß man die formale Forderung der mathematischen 
Einfachheit aufgeben und versuchen, die Form der Funktion « auf Grund irgendeiner 
Vorstellung, die man sich von der Struktur des Stoffes macht, abzuleiten. Nun hatte 
Hatschek') für Suspensionen starrer Teilchen zur Erklärung der Abhängigkeit der Viskosität 
vom Geschwindigkeitsgefälle angenommen, daß die Teilchen Solvathüllen besitzen, welche 
mit wachsender Strömungsgeschwindigkeit immer mehr abgeschert werden. Die Viskosität 
wäre aber mit dem virtuellen Volumen (Volumen der dispersen Phase + Volumen der 
Solvathüllen) symbat. Diese Vorstellung ließ sich nach Reiner und Riwlin?) folgender- 
maßen mathematisch erfassen: Es wird angenommen, daß für solche Suspensionen die 
Formel von Einstein?) und Hatschek‘) gilt 


n=n7(1+0eN . : 2. 3» 2 2 en. (A), 


wo n' der Viskositätskoeffizient des Dispersionsmittels, / das Verhältnis Virtuelles Volu- 
men : Gesamtvolumen, « ein Zahlenfaktor ist. Entspricht ferner f, dem Geschwindigkeits- 












gefälle @= » (f, — Konzentration), so nehmen Reiner und Riwlin an, daß 
df 
u ee 
code) (43) 
so daß n=n[ı+ef„+teh-TJe tel. : :» > 020.044). 





Nun setzt man diesen Ausdruck in Gl. (3) ein und erhält Differentialgleichungen, die sich 
in geschlossener Form allerdings nicht integrieren lassen. Ist jedoch G so groß, daß 
e-66 — 0 gesetzt werden kann, so ergibt sich 






' „ı®D ir 
Om en: 2.5.2 
N, .. N] 0 





wo 1 =yn(lıHeaf,) 
und ist @ so klein, daß man e=C6— 1— (G setzen kann, so erhält man 


Qt = |: 16° eo x“ıp 7 | Q- - Ra? + Ri? INS xD ” (46). 


no 5R’n no no no Ra-Ri: n0 no 
Die Schaukurven für diese Abhängigkeit sehen folgendermaßen aus und die Ana- 
logie zur Abb. 9, welche die von Ostwald und seiner Schule empirisch gefundene Ab- 
hängigkeit darstellt, ist auffallend. Dies weist darauf hin, daß den F'ormeln (45) und (46) 
vielleicht ein über jene spezielle Strukturvorstellung hinausgehender Geltungsbereich 
zukommt. 














|RAu4 211] 


Abb. 11. 





I, Hatschek., K.Z. Bd. 40 (1926), S. 53. 

3) Reiner und Riwlin, K, Z. Bd. 43 (1927), S. 72; Bd. 44 (1928), S. 9. 
3) A. Einstein, Ann. d. Physik [4] Bd. 19 (1906) S. 289. 

*) Hatschek, K.Z. Bd. 7 (1901) S. 301; Bd. 8 (1911) S. 34 
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Die Entwicklungen von Reiner und Riwlin zeigen die Unzweckmäßigkeit eines 
Rechners mit »Viskositäten«. Bei Einführung der Fluidität fallen die Integrations- 
schwierigkeiten fort. 


9. Diese Darlegung berücksichtigt nicht einige Probleme, die bisher nur ange- 
schnitten wurden. Ostwald fand, daß in Systemen, wie den hier behandelten, Turbulenz 
viel früher eintritt, als es der Reynoldschen Zahl entspricht '). Er nannte diese Er- 
seheinung Strukturturbulenz und Reiner‘) versuchte Ostwalds Erklärung mathe- 
matisch zu formulieren. Von großer Wichtigkeit ist die Erscheinung der Relaxation. Sie 
ist in diesem Zusammenhange von Hatschek’°) untersucht worden. 

Zusammenfassende Behandlungen des (Gegenstandes findet man teilweise in den 
Lebrbiüchern: E. ©. Bingham: Fluidity and Plastieity, New York 1922. E. Hatschek: 
The Viscosity of Liquids, London 1928, sowie im Handbuch der physikalischen 
und technischen Mechanik, Bd. V. 

Es fragt sich schließlich, ob man bei der Art der zur Behandlung kommenden 
Erscheinungen überhaupt noch von einer »Hydrodynamik« sprechen kann. Die unter- 
suchten Stofie entfernen sich doch zu sehr von dem Bilde des »Wassers«. Es ist daher 
von Birmingham beim dritten »Plastieity-Symposium« in Easton (Pa. U. S. A.) 1928 
vorgeschlagen worden, als einen eigenen Zweig die Wissenschaft vom Flusse der 
Materie unter dem Namen »Rheologie« zu etablieren. Dieser Vorschlag wurde von 
Forschern in veschiedenen Ländern angenommen. Eine internationale rheologische Ge- 
sellschaft ist begründet worden, und das erste Heft des »Journal of Rheology erscheint 
soeben. 44 


I) Ostwald, K. Z. Bd. 38 (1926), S. 261. 
#) Reiner, K.Z. 39 (1926), S. 314. 
3) Hatschek und R. S. Jane, K. Z. Bd. 39 (1926), S. 300. 


Nachtrag bei der Korrektur: Das »Journal of Rheology« erscheint seit Oktober 1929 in 
Faston, Pa. 
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Wirbelbildung in idealen Flüssigkeiten erhebliche praktische Bedeutung gewonnen ha- 





und Helmholtzscher Wirbelsatz. Nach ben (z. B. in der Tragflügeltheorie), so ist es 
einem bekannten Satz von Helmholtz können vielleicht nicht unnütz, eine Bemerkung zur 
in Flüssigkeiten ohne Zähigkeit keine Wirbel Aufklärung dieses scheinbaren Widerspruches 
entstehen. Felix Klein hat in folgendem Ge- mit dem Helmholtzschen Salz zu machen 
dankenexperiment die Entstehung einer Wirbel Felix Klein selbst hat an der angegebenen 
schicht gezeigt! Man verschiebt eine Platte, Stelle bereits einen wesentlichen Gesichtspunkt 
elwa einen Kaffeelöffel, in einer Flüssigkeit zur Erklärung angedeutet. Die folgende Ueber 
und erhält bei idealer Flüssigkeit eine Poten- lesung soll vor allem zur Aufklärung vom 
tialströmung gemäß Abb. 1. Hierbei sind die physikalischen Standpunkt aus beitragen ?) 
Geschwindigkeilen auf der Plattenoberfläche auf Um die Erklärung kurz vorauszuschicken: 
Der ITelmholtzsche Satz verneint gar nicht 

— — die Möglichkeit der Entstehung von Unstetig- 

E ” keitsflächen, sondern nur die Bildung von Wir- 

Mess beln mit endlichen Querschnittsabmessungen. 

Abb. 1 und 2. Unter Wirbel sind hier Gebiete verstanden, in 

denen rot v-EO ist. Um dies einzusehen, geht 

der Vorderseite nach außen, auf der Rückseite man zweckmäßig auf die physikalische Grund 
ach innen verichtet fAbb. 2). ändern sich also lase des Helmholtzschen Satzes zurück: 
ınstelig beim Uebergang von der einen auf die Denken wir uns aus einer Flüssigkeit einen 
ındere Seite der Platte. Zieht man nun die zylindrischen Faden von Kreisquerschnitt her- 
Platte aus der Flüssigkeit heraus, so bleibt die  ausgetrennt (wir wollen der Einfachheit halber 
eınmal erzeugte Bewegung bestehen, und es nur ebene Strömungen betrachten). so ist leicht 
renzen nun Flüssigkeiten mit endlicher Ge einzusehen, daß wir durch Druckkräfte den 
schwindiskeitsdifferenz aneinander. Man hat "lüssigkeilszvlinder nicht in Drehung um seine 
ılso eine Unstetiskeitsfläche erhalten. welche Achse versetzen können, da ja alle Druckkräfte 
einem Wirbel entspricht Da solehe Wirbe] radial gerichtet sind, sich also in der Achse 


schichten bzw. Unstetigkeitsflächen inzwischen 
2) Eine von anderen Gesichtspunkten ausgehende 
) wi Klein, Ztschr. f. Math. und Phys. Bd. 58 Erklärung ist von G. Jaffe gegeben worden, Phys. 


(1910), S. 259. Ztschr. Bd. 21 (1920), S. 541. 


Trr eco. 
FETT 


NEHENAERGRIEEBIe: | 2 Sa nt 2ER 


BR} 


ed ee 


EL FTTTT FIG 


De 





a TER” Up n "> Pure < 


rn 


= u me 222 Le ans 














ne 








nt. re ED nn en 


ge ET. ae te En. Ehe 


RE nr 


TERRIT EN TE rn VE ET na Sn  E 


a EEE TEEN RE re en mon m 


rRgeer.r 


EN DZ, SE PEN 


ne 





ern urn 





nn ge A 


we. A De Te ee - 


nn og 


Sn ee 


a 


TE We 


on, 


ri 


TE er Ren et ya 


et er 


nn ne RE ER N 


414 Kleine Mitteilungen 


schneiden und mithin kein Drehmoment um die 
Achse ausüben können (Abb. 3)®?). Wir können 
den Zylinder nur in Drehung versetzen, wen» 
an seiner Oberfläche Tangentialkräfte angreifen 


[RA75Z3] 
Abh. 3. 


(Abb. 4 Solche sind aber nur möglich, wenn 
die Flüssigkeit zäh ist, so daß in ihr Schub 
spannungen auftreten. Ohne Zähigkeit ist kein 
Drehmoment und daher auch keine Drehung 


4 


/ 





nz Z—— 
[RA7524) # 


Abb. 4. 


möglich. Wenn wir den Helmholtzschen 
Salz von diesem Gesichtspunkt aus betrachten, 
so können wir uns die weitere Frage vorlegen, 
wie groß denn das Drehmoment pro Längen- 
einheit des Zylinders bzw. die Schubspannun- 
sen sein müssen, damit der Zylinder innerhalb 
einer bestimmten Zeit f eine bestimmte Zirku 
lation 7’ 2r:no erlangt (Zirkulation Um 
fangsgeschwindigkeit -»- Umfang, © Winkelge 
schwindigkeit, rol v 2©, wir wollen uns der 
Einfachheit halber vorstellen, daß der Zylinder 
wie ein starrer Körper rotiert). Bei dieser 
Ueberlegung interessiert uns nur der Zylinder 
und die Entstehung seiner Drehung. Die außer- 
halb des Zylinders etwa anschließende Po- 
tenlialbewegung (das Wirbelfeld) und ihre Er- 
zeugung wollen wir nicht betrachten. Wir 
vermeiden dadurch das Eingehen auf gewisse 
Vorstellungsschwierigkeiten, welche die Erzeu- 
sung dieser Potenlialbewegung bietet (vgl. wei- 
ter unten). die aber für die vorliegende Frage: 
stellung bedeutungslos ist. Um nun eine physi- 
kalische Vorstellung von unserer eigentlichen 
Fragestellung zu haben, wollen wir annehmen. 
daß die in Drehung zu versetzende Flüssigkeit 
in eine Flasche eingeschlossen ist und wir sie 
durch Drehen der Flasche in Bewegung selzen 

Kin Stück des Zylinders von der L.ängen- 
einheit hat bei einem Radius r ein Träg- 


heitsmoment J ortn/2 \Wenn wir  gleich- 
mäßige Drehbeschleunigung &/t voraussetzen, so 


3, Vergl. u.a Forchheimer: Hydraulik, 
Leipzig, Teubner 1914. 


Ztschr. f. angew 


Math. und Mech. 
ist das erforderliche Drehmoment NM fe 
t 
ei 2 rn 
r" rt © r . > » 
0 —o ‚ Die am Umfang erlorder 
wi 4 
M > 5° 
liche Schubspannung ist = = — . Man 


Ir’n nt 

sieht hieraus, daß die Schubspannung, die eı 
forderlich ist, um in einer gegebenen endlichen 
Zeit t eine gegebene endliche Zirkulation 7 zu 
erzeugen, unabhängig vom Radius des Zylinders 
ist. Die Schubspannungen selbst sind gleich 
dem Produkt aus Zähigkeit und Deformations- 
seschwindigkeit. Letztere nimmt aber unlteı 
sonst gleichen Bedingungen, d. h. bei ähnlicher 
Verkleinerung und gegebener Zirkulation, bei 
abnehmendem r im umgekehrten Verhältnis mil 
dem Kernquerschnitt also mit 1/r? zu, so daß 
die Zähigkeit, die wir zur Ermöglichung der 
Drehung brauchen, proportional r? gegen Null 
sehen kann. Zur Erzeugung eines Potential- 
wirbels, bei dem der Radius des zylindrischen 
sich drehenden Kernes Null ist, ist demnach 
auch keine Zähiskeit nölig. 

Gesen diese Ueberlesung kann man einwen- 
den, daß bei einem Wirbel von gegebener Zir 
kulation, dessen Kernradius — 0 geht (Poten- 
tialwirbel), die kinetische Energie der Strömung 
unendlich wird, und daß man solche Wirbel 
deshalb nicht erzeugen kann. Tatsächlich kom- 
men bei allen Vorgängen mit Wirbelbildungen 
in idealen Flüssiskeilen auch nie solche ein 
zelne Potentialwirbel zustande, sondern wie 
bei dem Kleinschen Kaffeelöffel-Eperimen!i 
immer Wirbelschichten, bei denen die 
kinetische Energie endlich bleibt. Durch spi 
ralige Aufwicklung solcher Schichten entstehen 
dann vielfach Formen, welche eine gewisse 
\ehnlichkeit mit einzelnen Potentialwirbeln 
haben, welche aber bei genauerem Zusehen ein 
wesentlich schwächeres Anwachsen der Ge 
schwindigkeit nach dem Mittelpunkt hin zeigen 

Für solche Wirbelschichten kann man die 
selben Ueberlegungen anstellen. wie wir es eben 
mit kreisförmigen Wirbelkernen getan haben. Ist 
d die Dieke der Wirbelschicht. und nehmen wir 
lineare Geschwindigkeitsverleilung quer durch 
die Schicht vom Werl v auf den Wert —v 
an (Abb. 5), so ist zur Erzeugung dieser Be- 
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Abb. 5. 


wesung in einem Stück der Schicht von der 
Oberfläche Eins ein Impulsmoment 


oV 
rd-t="—d’ 
6 


nölig. Es müssen also an den Oberflächen der 
Schicht zwei entgegengesetzte Schubspannungen 











new 
Mech. 


ep eı 
cheı 
I’ zu 
\ders 
leich 
Ions- 
ınleı 


icher 


bei 
mil 
daß 
der 
Null 
ıtial- 
chen 
nach 


wen- 
Zir 
oten- 
nung 
irbel 
kom- 
ngen 
ein 
wie 
neni 
die 
spi 
ehen 
visse 
beln 
ein 
(ve 
IgenN 
die 
eben 
Ist 
wir 
urch 


der 


der 
ıgen 





ınd 10, Heft 4 


0 * * rn * ” > 
- --vd/t wirken, um in der Zeit ? die Be- 


16) 
'wesung zu erzeugen. Bei gegebener endlicher 
t werden diese Schubspannungen unendlich 
lein,. wenn d—>0 geht, d.h. also die un- 
ıdlieh dünne Schicht kann auch bei ver- 
hwindender Zähigkeit erzeugt werden. Dies 
t um so mehr, als auch hier die Deforma- 
onsgeschwindiskeilen — 9% anwachsen, wenn 
>0 geht. 
\us dem Vorstehenden dürfte genügend her- 
orsehen, daß nur zur Erzeugung von Drehung 
einem endlichen Querschnitt Zähickeilt 
erforderlich ist, während zur Erzeugung von 
Strömungen mit singulären Unstetiskeiten ohne 
ndliche Querschnittsfläche (Potentialwirbel, 
nstetigkeitsflächen) keine Zähigkeit erforder- 
lich ist. 
Aus dem Kaiser Wilhelm-Instilut für Strö- 
munesforschung. ) 
75 


) 


u 


(öltingen. A. Betz. 


Eine Grenze elastischer Stabilität unter 
exzentrischem Druck. Untersucht man einen 
xial gedrückten, geraden, beiderseits gelenkig 
elagerten, elastischen Stab aus einem ideellen 
Werkstoff, der bei ausreichender Bruchsicher- 
ıeit unbeschränkt dem Hookeschen Span- 
nungs-Dehnungsgesetze gehorcht, dann führt die 
Untersuchung seines Tragverhalltens bei ideal 
zentrischem Lastangriff bekoenntlich auf ein 
Stabilitätsproblem; die maßgebende Stabilitäls- 
srenze, die einem Verzweigungspunkte des 
Gleichgewichts entspricht und durch einen In- 
differentismus hinsichtlich bestimmter, unendlich 
kleiner Ausbiegungen gekennzeichnet ist, wird 
durch die erste Eulersche Knickwurzel Tfest- 
lest und die Eigenschaft der »Stabilität«, die 
nterhalb dieser Grenze der einzig möglichen 
estreckten Gleichgewichtsform zu eigen ist. 
Yallt oberhalb dieser Grenze einer neu hinzu- 


e 


pP 






a 











——bi 


August 1930 Kleine Mitteilungen 415 


tretenden ausgebogenen Gleichgewichtsfigur zu. 
Wirkt die axiale Druckkraft an einem der- 
artigen Idealstab exzentrisch mit Hebelsarmen 
beliebiger Größe und Richtung, dann existiert 
im allgemeinen unter sämtlichen Laststufen nur 
eine einzige, unbeschränkt stabile Gleichge- 
wichtsfigur, so daß kein Stabilitäts-, sondern 
ein Spannungsproblem vorliegt. Im folgenden 
olaube ich nun darlegen zu können, daß diese 
Erkenntnis nicht ausnahmslos Geltung besitzt, 
sondern daß auch exzentrisch gedrückle 
Stäbe aus einem elastischen, unbeschränkt dem 
Hookeschen Gesetze folgenden Idealmaterial 
im Rahmen der Elastizitätstheorie ein Sta- 
bilitätsproblem liefern können. Dieser Son- 
derfall. der m. E. einen neuartigen Fall von 
Instabilitätserscheinungen darstellt, liest dann 
vor, wenn der Kraftangriff mit gleichen IlTebeln, 
aber wechselsinnig biegend erfolgt; da 
das Tragvermögen wechselseitig exzentrisch 
gedrückter Stäbe in praxi meist überschätzt 
wird, erscheint dieser Fall auch praktisch 
nicht bedeutungslos. 

Wenn wir uns vorerst auf kleine Achsen- 
krümmungen beschränken, gilt für den 


I0» 
gi 


drücklen Stab bekanntlich — = — y” und 


BEN, A 
0 E-J 

A . y nn . nu 
man erhält die Sinuslinie y Yy+ sin als 

() 
Grundkurve der Gleichgewichtsfiguren (Abb. 1a), 
wobei »x auf der Kraftwirkungslinie von 
einem Wendepunkt gezählt wird und »ZL,« dip 
halbe Wellenlänge dieser Grundkurve bedeutet 
die mit der Lastgröße »P« durch die Beziehung 
JE-J 

Ly ze 95 » 

was vorerst am zweckmäßigsten erscheint, die 
Kraft »P« und ihre beiden entgegengesetzt glei- 
chen Angriffshebel »p« Als unveränderlich vor- 
segeben betrachten, dann können wir jene Stab- 
längen »ZLg«, die bei den verschiedenen Stab- 


verknüpft ist. Wenn wir nun, 











Abb. 1a—f. 
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ausbiegungen einen Gleichgewichtszustand er 
möglichen, unmittelbar aus einer Schar von 
Grundkurven gleicher Wellenlänge 21.“ und 
verschiedener Pfeilhöhe »y,« entnehmen; da je 
doch im untersuchten Fall wechselseitig-gleich 
sroßer Exzentrizität anfänglıch die Deforma- 
tionsfiguren S-förmig, d.h. polarsymmetrisch 
zum ausbiegungsfreien Stabmittelpunkt verlau 
fen, können wir die Stabausbiegung nicht wie 
üblich in Stabmitte messen, sondern wollen als 
\usbiegung etwa die Auslenkung n des 
Achsenpunktes im Vierlelspunkt der Stablänge 
festlegen. Der Abb. la entnehmen wir die Be 
ziehung 


L 
L'’ = la" — " .arc sin P 

L : 
Li” = La" Er (* — arcesin P )\ 

TI y) 


so daß im Falle einer vorgegebenen L.astgröße 
P« für den Gleichgewichtsfall eine Stablänge 

Es = L; -+- La Eu nn (ID) 
erforderlich erscheint, während im Falle einer 
vorgesebenen Stablänge T. die zugeordnete 
Gleichgewichlslast 


n n?.E-J]  n?.E-J ie (IIa) 
z L)° u 5 | 
beträgt Die vom Wendepunkt der Grund 
kurve gezählte Abszisse »&« des Vierlelpunk- 
tes der Gleichgewichtslänge beträgt offenbar 
- I;, (Lu —-L,) und da sich die Kurven- 


1 
sehne an dieser Stelle um p« von der Kraft- 
p) 
wirkungslinie entfernt, wird für die Ausbiegung 
der Stabachse im Viertelspunkt die Beziehung 


u: 
n= Yo- sin — —p...(H) 
Lo 2 
erhalten. Aus diesen Gleichungen lassen sich 


nun über den Umwes der an sich bedeu- 
tungslosen Rechnungsgröße »y,« die im Gleich 


vewichtsfalle zusammengehörigen Werte n] 
und »Lgı bzw. bei vorgegebener Stablänge 
l.«x die Werte »n« und »Pa [für einen ge 


wählten, von der Stabendverdrehung unabhän 
sigen Hebelarm »p« des wechselseitligen Kraft 
angrilfes ermitteln Im Zuge von Null an 
wachsender Ausbiegungen »n« werden vorerst 
polarsymmetrische  Gleichgewichtsfiguren vom 
Iypus Abb. Ib durchlaufen (in den Abb. 1 sind 
die Ordinaten stark verzerrt: in Wirklichkeit 
ist »p« gegen »Lgr< sehr klein und daher auch 
der Winkel zwischen der üblicherweise lol 
recht gezeichneten ursprünglichen  Stabachse 
und der Kraftwirkungslinie sehr klein): für 
die aus 0 kommenden Werte »7,« wächst 
vorerst »n« selir langsam, hingegen » Lg“ bzw 
P,« sehr rasch an, bis bei „,=p ein Grenz 
zustand erreicht wird, bei dem die Endlangen- 
ten parallel zur Kraftlinie verlaufen (Abb.1c) 
und für den Z,’ Li Li = L” mi), Eo, 


944 
y=p.sin r ;kp=0,2307.p und Ina=L. 


bzw. Pu = erhalten wird. Im Anschluß 


L? 


an diesen Grenzfall existieren nun für weit: 
anwachsende »n« zwei verschiedene Gruj 
pen möglicher Gleichgewichtsfiguren; die Fi 

men der ersten Gruppe wahren auch weite 

hin ihre Polarsymmetrie bezüglich des ausbi 

sungsfreien Stabmiltelpunktes mit dem P 

rallelismus beider Endtangenten und sind voı 
Typus Abb. 1d, so daß die Gleichgewichtslän: 
Lsı=L,’—+-Ls”’ bzw. die Gleichgewichtsla 

»P,ı« weiter ansteigt und sich immer meh 

o 

dem Werte »21L,« bzw. Par r nähert. B« 
den Deformationsfiguren der zweiten Grupp: 
möglicher Gleichgewichtszustände erfährt hiı 
gegen der Stabmittelpunkt eine seit 
liche Ausbiegung (Abb. le), so daß deı 
Wendepunkt der Biegelinie immer mehr gege 
das Stabende wandert und die eine der beide: 
Teilwellen immer mehr hervortritt und schließ 
lich im Gesamtbild der Verformung dominiert 
(Abb. 1f); die Gleichgewichtslängen bzw. di« 
Gleichgewichlslasten dieser Gruppe sind für 
anwachsende »n«-Werte unveränderlich 
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In Abb. 2 ist der nach diesem Ermittlungs 


P;ı ? 
verfahren erhalteneZusammenhang — , = ©( 
b-h h 
für einen Idealstab der einleitend geschilder 
ten Art mit rechteckigem Querschnitt b.Ahı 
und der Schlankheit Z/i 150 dargestellt.; die 
Achsenausbiegung »n« im Viertelspunkt ist aul 
die Querschnittshöhe I bezogen und der 
kraftangrilf erfolgt wechselsinnig biegend mil 
einem Hebel p=h. Der Verzweigungspunk! 
des Gleichgewichts liegt bein 0,207.p 
0,207.h in der Höhe der Eulerspannung 
cn = ( , 921,2kg/gqem. Bis zu dieser Ver 


i 
zweigungstelle existiert einzig eine polarsym- 
metrische Gleichgewichtsfigur nach Abb. 1b 
während oberhalb der Grenzspannung sowohl 
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Gleichgewichtslagen nach Abb. id als auch die 
ısymmetrischen Formen nach Abb. 1e,f mög 
lich werden. Bei exakter Fassung des analy 
tischen Ausdrucks für die Achsenkrümmung 
I/po« nimmt »Pyg« mit wachsender Ausbiegung 
stärker zu, als mit dem linearisierten Ansatz 
erhalten wurde, wodurch der endlich er- 
streckte Indifferentismus der Formen Abb.le,f 
verschwindet und auch der Verzweigungspunkft 
srundsätzlich etwas über dem Eulerwert sele 
sen ist; es sind jedoch die Korrekturbeträge bei 
den betrachteten Ausbiegungswerten noch un 
faßbar klein. Die Realisierung einer Gleich 
sewichtsform nach Abb. id ist nur unter idea 
lisierten Verhältnissen denkbar; bei der ge- 
ringsten Störung schlägt eine der beiden Teil- 
wellen aus und erzwingt damit die stabile 
"orm Abb. 1f. 

Zur Durchführung des Instabilitätsnachweises 
für die Gleichgewichtsformen nach Abb. Id 
denken wir uns eine derartige Form von der 
länge »ZL« realisiert und nun den gegebenen 
Formänderungszustand in der Weise variiert. 
mx 
daß wir eine Sinushalbwelle (y c+ sin 
von unendlich kleinem Pfeil »c« überlasern. 
so daß die variierte Form einen ausgebogenen 
Stabmittelpunkt, also einen abgewanderten 
Wendepunkt aufweist. Mit dieser virtuellen 
Verformung sind Aenderungen des Potentials 
der Außenlast und der aufgespeicherten Fe- 
derkraft verbunden, deren von zweiter Ord- 
nung kleinen Anteile »d2 A«x im Stabilitätskri- 
terium Verwertung finden. Die Verschwen- 
kung der Hebelarme erfolgt auf beiden Stab- 
enden in gleicher Richtung und Größe und 
liefert daher keinen Beitrag: hingesen ver- 
kürzt sich die Kurvensehne um den Betrag 


1 / „2 ” 2 
‘= 2,7, )?.dx, den man aus einer Reihen- 


L 
entwicklung des Bogendifferentials 


d=dı.yl+Ww)”=de.(1+ +.) 


gewinnt, so daß die Außenlast den Betrag 
P.A an Arbeitsfähiskeit einbüßt. Diesem Werte 
steht der Zuwachs 


2. | ) -dr= en fer» -as 


Er 

L L 
an aufgespeicherter Formänderungsarbeit ge- 
genüber und es resultiert daher für die zweite 
Variation des Gesamtpotentiales 


"As e. . | (y’)’?.de — i . w .de. 


- u 
“ “ 


L L 


“2 u 
ührt man den gewählten Ansatz (y c- sin 


ın, so entspringt 


’ n?2.c? /(n?2.E- 
Hin n ( j I P) 
4L? L 
und da für die untersuchte Gleichgewichts- 


n®2.E. 
'orm grundsätzlich P> 12 J besteht, ist 


»A<TO und somit der untersuchte Gleichge- 
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wichtszustand labil. Im Grenzzustand des 
n3.E-J 
Verzweigungspunktes (Abb. 1c) ist P 12 

und daher 9A 0, so daß ein Indifferentis- 


mus bezüglich einer unendlich kleinen (auf 
eine Ausbiegung des Stabmittelpunktes und da 
mit eine Abwanderung des Wendepunkles hin- 
zielende) Verformung besteht, wie er allgemein 
einer Stabilitätsgrenze entspricht. 

Solanse demnach in der kritischen Gleich 
sewichtslage/Abb. Ic) das Hookesche Geselz 
Geltung besitzt, bedeutet für  wechselseitig- 
sleicharmig exzentrisch gedrückte Stäbe die 
zentrische Knicklast baupraklisch eine 
Grenze des Tragvermögens. Bei eisernen 
(d. h. einem Material mit ausgeprägter Plastı 
zitätserenze) Druckstäben von bauwerksmäßı 
sen Schlankheiten liegt diese Grenze jedoch, 
worauf hier besonders hingewiesen sel, in der 
Regel wesentlich tiefer und zwar aus Tolgen- 
dem Grunde: Bei exzentrischem Angriff wächst 
mit der Axialkraft auch das Biegemoment an, 
so daß der Stab im kritischen Gleich- 
oewichtszustand nach Abb. Ice in den einzelnen 
Querschnitten verschiedenartige Span- 
nungsbilder aufweist: da nun die biegedruck 
seitige größte Randpressung bei den üblichen 
Schlankheitsgraden bald die Proportionalitäts 
sorenze überschreitet, verkleinert sich die Rela- 
tivzunahme des inneren Widerstandes und die 
Gleichgewichtslasten nehmen immer mehr ab. 
Es wird daher in diesen Fällen auch die Knick 
last. d. i. die Gleichgewichtslast für Abb. Le, 
gegenüber der zentrischen Knicklast um so 
kleiner resultieren, je größer der Angriffshebel 
ist: die Festlegung dieser Knicklast hat dann 
für ein graphisch vorgegebenes Formänderungs 
gesetz des Stabmaterials auf graphisch-analy- 
tischem Wege mit beliebig großer Genauigkeit 
zu erfolgen: ich entnehme meinen diesbezüg- 
lichen Untersuchungen z. B. folgende Zahlen 
werte: Für einen Baustahlstab von Rechtecks- 
querschnitt mit Z/t 62.60 und einer zen!ri 
schen Knickspannung von 2480 kg/qem beträgt 
bei wechselseitig gleichen Angriffshebeln gleich 
der 0,347 fachen Querschnittshöhe die Knick 
spannung nur mehr 1500 kg’qem! 

Während die Knicklast derarliger eiserner 
Stäbe auf diesem Wese noch festzulegen Ist, 
scheint die Verfoleung der nachkrilischen 
ormen semäß Abb. Ile. f auf ganz bedeutende 
Schwierigkeiten zu stoßen, die in ähnlicher Art 
auch bei der Stabilitätsüberprüfung beliebig 
exzentrisch gedrückter Baustahlstäbe zur Gel 
tung kommen: denn das Formänderungsgeselz 
der »Entlastung unelastisch gestauchter Ma 
terialfasern«, das beim zentrischen Angriff auf 
den Kärmänschen Kniekmodul« und einen 
scharf abgegrenzten unelastischen Knickbe- 
reich« führte, wirkt sich in unserem Fall bei 
den verschiedenen Spannungsbildern, die in den 
Querschnitten der kritischen Form (Abb. lc) 
auftreten. sanz verschiedenartig aus, so 
daß die darauffolgenden Gleichgewichtslagen 
nach Abb. le, f wesentliche Aenderungen in 
Form und Lastgröße erfahren. 


Wien. E. Chwalla. 78 
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Berichtigung zur Tragflügeltheorie. Hrn. 


ll. Blenk ı \dlershof verdanke ich die Aul 
decekuı ein hechenfehlers in der I. Mittei 
lung meiner Ilravflugellheorie (Göttinger Nach 
hien 1918 S. 474 wieder bvedruckt 1 
\ıer Abhandlungen zur Ilydrodvynamık und 
\erodynamik (‚öltingen 1927 u == \ul 
er angegebenen >eilte fFindel sıch eine Formel 
fı li duzierten Widerstand eine: 
luce m chi Z/irkulationsverleilung 
F* | (NT, [8° T, &) 
E ' ,/® 
| dliese lo | ıst der Faklor des Glied 
mil / eveben Der richlise Wert 


Buchbesprechungen 








Ztschr. f. anzew 
Math. und Mech. 
ist 9/,o Da die Formel in der Literatur leideı 
bereils mit dem unrichtlisen Wert Anwendun 
efunden hat!), will ich sie hier mit dem rich 


liven Wert noch einmal wiederseben. Es ist 
r ud of 1 ı N 1 y y 1 , y 
W= I + o/3+ IoHT 
l 4 S 


BNEENTE WA na: 
u u 


Ä 


L.. Prandtl. 9: 


') E. Amstutz: Zur Berechnung von spitz 
endigen FEindeckertrarflügeln. Schweizer. Bau 
zeitunz Bd. 95 (1930), S. 181. 


BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buchhandlung, Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen. 


Hydro- und Aeromechanik nach Vor- 
lesungen von L. Prandtl von Dr. phil. 
0. TIETJENS, Mitarbeiter am Forschungs- 
Institut der Westinghouse Eleetrie and Manu- 
facturinze (Co. Pittsburseh Pa, U.S. A Mit 


einem Geleitwort von Prof. Dr. L. PRANDTL, 


Direktor des Kaiser-Wilhelm-Instituts für Strö 


munesforschun: in Göttingen “rster Band 
(‚leichgewicht und reibungslose Bewegung \lıl 
178 Textabb. Springer, Berlin 1929. VII 
N 

BIT la erwartete Veröffentlichung der 
Prandtlschen Vorlesungen über Hvdro- und 
\ero CCN ] | | } ehl san7z 17 
ch | \\ vunscht halke 
ıhrem eı lei OK (| oO Sicherlich | ıl 
lLıeti« ich d I) h seit weiter Kreise 
esıcher! dl \ \esSU ( SCI l.eh 
1 CIE ) ( (efkck Ilichkeiıl 1!) SoruU 
laltı Ce] Bi ırbeiluı il ! lie | 1a I! hal 
\llein die lebendige Unmittelbarkeil, dıe einem 
von Prandt] selbst verfaßten Lehrbuch zu 
ekommen wär vird man trolz d elesent 
liche Derso ic hie itze P dtls dem 
vorliegende Buch vermissen 

| Ss ısl auch chhade dab «der erste leil cles 
\Werkes velrennt von den übrıisen erschienen 
ist. da der H tuptlwerl der Pranditlschen Vor 
lesıuınsen gewiß erst in d mzweilen Teil voll 
zum Ausdruck gelangen wırd In den drei 
\bschnilten des ersten Bandes Statik der 
l’lüssiskeitlen und Gas kinemaltik der Flüs 
keilen und Gase sowie Dvnamik der reibungs 
losen Flüssiskeih werden naturgemäß in der 
Ilauptsache die Anfangsgründe der Hydrome 
ch | Wi | wich ın vielen ndern Lehr 
bucher!i enthalte sind wiedergeseben I)och 
bemerk! Man vielen Stellen den cha 
rakle stıschen Zu deı Prandtlschen For 
chtum: weise, dy ınmer wieder auf die realen 
Voreänge ıh \ugenmerk richtet und von jeder 
durch dic Iheorie bedinsten Abstraktion wie 
der auf das konkret Physikalische zurück 
komm /weilellos findet ein Lehrsans, der 
kons« TLIK ıt eine soleh anschauliche Denkweise 
ur Geltung bringt, bei einem großen Teil der 





l,eser verständnisvolle Aufnahme, zumal die 
Systematik als solche dabei kaum leidet. Nur 
in der Riehtung auf tatsächliche Zuendeführung 
von Rechnungen bis zu praktisch brauchbaren 
Resultaten wird der Praktiker einen gewissen 
\langel empfinden 
Im übrigen braucht man nichts Näheres über 
ein Buch zu sagen, daß jeder, der sich für 
IIvdromechanik interessiert, unbedingt im 
Orivinal studieren muß und wird 
Mlises. 94 


Handbuch der Experimentalphysik, 
Herausgegeben von W. WIEN-München und 
F, HARMS - Würzburg unter Mitarbeit von 
H. LENZ - München. Bd. 3. Mechanik. 
2. Teil: Technische Mechanik von Ludwig 
"öppl, o. Professor a. d. Techn. Hochschule 
\lünchen Mit 117 Abb \kad. Verlausges 
l.eipzig 192% \ 180 5 Bd. 4 Hvdro 
und Aerodynamik. 3. Teil: Technische An 
wendungen. Herausgeg. von Ludwig Schiller 
l.eipzig. Mit 269 Abb. Akad. Verlagsges., Leip 
zie 1950. X »91S. Preis brosch. 55 M, geb 
55M. 

Unter dem Titel »Technische Mechanik« be 
handelt L. Föppl in einem schmalen Bande 
die wichligsten Anwendungen der Mechanik der 
Punkle und starren Körper auf technische 
Probleme. Es versteht sich, daß für die mei 
sten Aufgaben kaum mehr als eine kurze An 
deutung gegeben werden konnte, zumal auch 
vieles, was eigentlich in die allgemeine Theo 
re vehören würde, erst hier zur Darstellung 
kommt. In manchen grundsätzlichen Fragen, 
wie der der Dedeutung der Fliehkraft,. der 
Gorioliskraft und des D’Alembertschen Prin 
zips wäre vielleicht etwas größere Klarheit er 
reichbar gewesen immerhin mag das Buch 
dazu dienen, dem Phvsiker, der mit den Auf 
saben der Maschinentechnik noch keinerlei 
Berührung hatte, eine erste Einführung zu 
bieten. 

Kin gänzlich anderer Maßstab ist von der 
Redaktion des Handbuchs an die Probleme der 
Iiydro- und Aeromechanik angelegt worden. Sie 
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‚llen in drei starken Bänden. im ganzen etwa 
ı zehnfachen Umfang des eben besprochenen 
öpplschen Buches behandelt werden. Von 
n drei Teilen ist zunächst der dritte, von 
Schiller herausgegebene, den »Technischen 
nwendungen sewidmelte, erschienen line 
ısführliche und sehr beachtenswerte Darstel 


ıng der experimentellen Mechanik der Schiffe 


ıt IF. Horn beigesteuert. R. Emden gib! 
nen Auszug aus seinem bekannten Buch über 
en Freiballon. Ganz experimentell eingestellt 
t der Bericht von W. Klemperer über 
uftschiff-Meßlechnik. IL. Hopf gibt einen Ab- 
3 der Fluglehre, d. i. der wichtigsten Be 
iehungen über das Gleichgewicht und die Be 
esung des Flugzeugs. ©. Flachsbart stellt 
lie experimentellen und theoretischen Ergeb 
iisse, die in letzter Zeit für Propeller und 
Windräder gewonnen wurden, in übersicht 
licher Weise zusammen. Ein besonders wer! 
voller Beitrag ist der von W.Spannhake., 
der die heutigen Ausführungsformen von Tur 
binen und Kreiselpumpen auf Grundlage mo 
lerner ralioneller Anschauungen bespricht. 
Schließlich enthält der Band eine kurze Ueber 
sicht über die Hauptergebnisse der experimen 
tellen Ballistik von 0. v. Eberhard und 
einen kurzen Bericht von W. Gaede über 
l.uftpumpen. Allen diesen Aufsätzen ist ein 
sleichmäßig gutes Niveau gemeinsam, für dessen 
Innehallung man dem Herausgeber Dank wi'sen 
wird. Mises. 94 


Dr. L. FÖPPL, o. Professor a. d. Techn. 
llochschule München. Aufgaben aus tech- 
nischer Mechanik. Stalik, Festiskeitslehre. 
Dynamik. Verlag R. Oldenbourg, München und 
Berlin 1930. VIT-—-188S. Preis geb. 15 M 

Der Verfasser hat eine Reihe von Aufgaben, 
wie er sie in UVebungen und Prüfungen an der 
lechnischen Hochschule München zu stellen 
nflest, ausgewählt und der Oeffentlichkeit übeı 
eben. Behandelt sind die Gebiele der Statik 
er Festigkeiltslehre und der Dynamik starrer 
körper. Die schwierigeren Aufgaben entspre 


chen den Anforderungen der Diplom-Vorprü 
ung, Jede Aufgabe ist mit den erforderlichen 


/ahlenwerten, Zeichnungen und mit einer kur 
‚en Angabe der Lösung versehen. 

Jeder Lehrer, der Uebungsunterricht leitet. 
weiß, wie schwer es ist und wieviel Mühe «e: 
ereilel, geeignete Aufgaben mit allen Finzel 
eiten, Zahlenangaben usw. zusammenzustellen. 


und wird daher dem Verfasser für seine viel- 


tiv verwendbare Gabe Dank wissen 


\lıses 34 


R.W. POHL, Dr.-Ing. e. h. Professor der 
ıvsik an der Universität Göttingen. Kin 
Ihrungin die Mechanikund Akustik 
t 440 Abbildungen, darunter 14 entlehnie 
(lag Springer, Berlin 1930. VII 25058 
eis geb. 15.80 M. 

Dieses Werk, das die Mechanik vom Stand- 
ınkt des Experimentalphysikers in ganz neuer 
| origineller Weise behandelt, muß auf das 
ırmsie begrüßt werden. Hoffentlich wird 


nun allmählich die etwas verknöcherte Art 
mit der bisher die Mechanik in den Vorlesun 
sen und Praktikums-Uebungen der Experimen- 
talphysik recht schlecht davonkam, eine all- 
semeine und entschiedene Auffrischung finden. 
Der Verfasser hat sich nicht gescheut, vieles 
was zum eisernen Bestand der bisherigen Lehr 
sange zählte, fortzulassen und dafür modern« 
ren Ideen Eingang zu schaffen Dabei ist der 
wohltätige Einfluß der Göttinger Mechanik 
Schule von Klein und Prandtl unverkenn 
bar ür denjenigen, der seine Mechanik 
Kenntnisse schon bisher aus anderen Quellen 
als den Physiklehrbüchern bezog, mag das 
Pohlsche Werk vielleicht nicht sehr viel 
Neues bringen, allein auch er wird mit \Veı 
snügen die lebendige Auffassung, die knappe 
und zugleich eindringliche Darstellung, vor 
allem aber auch das ausgezeichnete Bilder 
material des Buches als einen schönen und 


willkommenen Fortschritt empfinden. ine 
\lerkwürdiskeit in der Stoffabgrenzung ist dem 
lieferenten aufgefallen Während die Hydro 


mechanik ausführlich berücksichtigt wird, na 
mentlich im Sinne der Prandtlschen Schule, 
fehlt fast jedes Eingehen auf die Mechanik der 
lesten deformierbaren. aber nicht elastischen 
Iörper. Vielleicht soll dieses Gebiet in einem 
andern Band der vom Verf. geplanten Bücher 
reihe Behandlung finden Mises. 94 


Prof. Dr.-Ing. A. KLEINLOGEL, Privat- 


dozent an der Technischen Hochschule Darm 





stadt. Rahmenformeln. Gebrauchsfertige 


"ormeln für einhüflise. zweistielige, dreieck 
[örmige und geschlossene Rahmen aus KFisen, 
l.isenbelon oder Holz, teils mit Fußgelenken. 
teils mit Zugsbändern zwischen diesen, teils mit 
Kinspannung der Stiele 72 Rahmenformeln mit 
117 Einflußlinien. 689 Belastungsfällen. 5 aus 
führlich. Zahlenbeispielen und 1387 Abb. sowie 
reichhaltige Sammlung der Kreuzlinienabschnitte 
sechste vollkommen neubearbeitete und wesen! 
lich erweiterte Auflage Verlag Wilhelm Ernst 
& Sohn. Berlin 1929 XXIV | 155 8. Preis 
seb. 27 M, geh. > M 

Die erste Auflage der »Rahmenformeln« er- 
schien im Jahre 1914 und daß jetzt schon eine 
sechste Auflage notwendig war, spricht mehr 
als alles andere für die Anerkennung, die das 
Buch veflunden hal Für eine große Anzahl 
häufig vorkommender zweistieliger einfach bis 
dreifach statisch unbestimmier Rahmen ist die 
Berechnung bei den verschiedensten Lastfällen 
so weit getrieben, daß eine unmittelbare An 
wendung ermöglicht ist. Gezenüber der frühe- 
ren Auflage ist als ein Fortschritt zu er 
wähnen, daß bei jedem Rahmensystem auch 
ormeln für die Ueberzähligen. und Eckmomenle 
bei in den Stabecken angreifenden Biezungs 
momenten mitgeteilt sind Dadurch wird man 
bei der Berechnung eines komplizierten Ge 
bildes mit statisch unbestimmten Hauptsysle 
men die angegebenen Fälle öfter bequem be 
nülzen können. Dem Praktiker wird die neue. 
stark erweiterte Auflage wieder beste Dienste 
leisten. 


Breslau J. Ralzersdorfer 53 
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S. TIMOSHENKO, Prof. der Mechanik an 
der Universität of Michigan, Ann Arbor; vorm. 
an den Techn. Hochschulen Kieff und Peters- 
burg, und I. M. LESSELS, Masch.-Ingenieur d. 
iesearch Dept. Westinghouse Electric and Mig 


(o. Festigkeiltslehre. Ins Deuische über- 
(ragen von Dr. I. Malkin, Ingenieur Mit 
‚1 Abb. ı lext Springer, Berlin 1028 NVIl 

IS: > Preis veb. 28 M 

Die englische \usgabe der interessanten 
l’estiokeilslehre von Tımoshenko und Les 
sels wurde in dieser Zeitschrift schon von 
anderer Seile gewürdigt!) und es erübrigt sich. 
auf den Inhalt nochmals einzugehen Es ist 
nur zu bemerken, daß I. Malkın eine vor 
trelfliche Uebersetlzung des Buches besorgt hat, 


so daß es jetzt auch einem srößeren deutschen 
l.eserkreis leicht zugänglich gemacht ist 


Breslau J. Ratzersdorfer 53 


GEORGE ©. PRIESTER, Associate Professor 
of Mathematics and Mechanies. University of 
\linnesota \pplieation of trigonomelrie series 
Io cable stress analysis in suspension bridges 
Engineering research University of Michigan 
ann arbor. Engineering Research Bulletin, Nr 
12 \larch 1929. 508. 

Die vorliegende Dissertation schließt sich eng 
an die Abhandlung von S. Timoshenko über 
die Steifigkeit von lHängebrücken an. die Lesern 
dieser Zeitschrift bekannt ist®2). Es handelt 
sich um eine Berechnung der Seilspannung, 
bei der die Durchbiesung des Hängelrägers 
unter beliebiger Nutzlast berücksichtigt wird 
Die Durchbiesungsen werden mit Hilfe von 
trigonomelrischen Reihen bestimmt. Gegenüber 
dieser Abhandlung läßt sich der Verfasser mehr 
auf Kinzelheiten der Berechnung ein und be 
leuchtet das Verfahren auch durch einige Bei 
spiele 


Breslau J Ratzersdorfer 5 


Dr.-Ing. THEODOR PÖSCHL, o. Professor 
an der Technische: Hochschule Karlsruhe. 
lÄ\ehrbuch der Technischen Mechanik 
für Ingenieure und Physiker. Zum Gebrauche 
bei Vorlesungen und zum Selbststudium. Zweite 
vollständig umgearbeitete Auflage. Mit 249 Text 
abb Springer, Berlin 1930. VIII —- 3188. 
Preis 1750M, geb. 19M. 

Das Buch ist bei seinem ers! 
ın dieser Zeitschrift Bd. IV. S. 1809) ausführ- 
lich besprochen worden, doch darf die zweile 
\uflage noch einige Zeilen beanspruchen, da 
sie wirklich wesentlich umpgearbeitet worden 
ist ls ist selten, daß ein Verfasser es ver- 
mag, bei der zweiten Auflage ohne wesentliche 
\enderung des Grundceharakters und ohne Zer- 
störung der Vorzüge seines Werkes die Mänge! 


en Erscheinen 


der ersten Auflage auszumerzen und das, ohne 
daß das Buch wesentlich an Umfang zunimmi 
Dieser seltene Fall ist hier eingetreten Der 
Charakter des Buches als der einer technischen 
\lechanik ist eher noch verstärkt worden, wie 
schon die nennenswerte Vermehrung der Figu 


I) Diese Zeitschr. Bd. 6 (1926), S. 502/503. 
3), Diese Zeitschr. Bd. 8 (1928), S. 1 bis 10. 


ren zeigt Die Mayor-Misessche Abb 
dung und ihre Anwendung in der Raumstati 
Belrachlungen über Schwingungen und Stabi 
tät und über dynamische Kräftepläne sind hi 
zusekommen. Die Einteilung und die Stof 
auswahl ist sonst im wesentlichen die al 
seblieben, es überwiegt stark die Stalik u 
die technischen Anwendungen stehen im Vo 
dergrund. Was aber hervorgehoben werde 
muß, das ist die wesentlich sorgfältigere Dure 
arbeilung der prinzipiellen Dinge Die zah 
reichen Einwände, die der Referent früher hi: 
erheben mußte, sind sevenstandslos seworde 
das Buch ist jetzt in Ordnung Vtelleiel 
könnte in dieser Hinsicht auf das eme odı 
andere noch etwas mehr Nachdruck gele 
werden, aber möglicherweise könnte dann de 
Charakter des Buches leiden, das natürliel 
keine Axiomatlik treiben will, sondern das seh 
zu billigende Ziel hat, zunächst einmal _deı 
Studierenden die Grundbegriffe faßlich um 
verlraut zu machen. In dieser PBeziehun: 
leistet das Buch ausgezeichnetes und Ref 
rent steht nicht an, es jetzt für eines deı 
besten Lehrbücher der technischen Mechanik 
zu halten, das auch dem Physiker und dem 
angewandten Mathematiker wegen seiner Le 
bensnähe warm empfohlen sei 

Berlin. (. Hamel. 81 


Dr.-Ing. K. HAJNAL-KONYI. Die Be 
rechnung von kreisförmigs begsrenz 
ten Pilzdecken bei zentralsymmetri 
scher Belastung. Mit 26Abb. im Text 
Verlag Julius Springer, Berlin 1929. VI 133 5 
Preis I2M. 

Der Verfasser behandelt die Berechnung von 
Pilzplatten für kreis- oder kreisringförmig be 
srenzte ebene Decken - wie sie bei Wasser 
behältern sowie bei den Untergeschossen von 
Planelarien und ähnlichen runden Bauwerken 
sehr zweckmäßig angewendet werden können 
unter der Einschränkung zentralsymmetrischeı 
Stützenanordnung und Belastung. Die Berech 
nung erfolgt unter der Voraussetzung. daß füı 
die Bemessung der Teile außerhalb der Stülz 
köpfe bzw. Verstärkungsplatten der Ersatz de 
einzelnen Säulen dureh Punktstützungen zu 
lässig sei, und daß der kreisförmige Rand fr« 
aufgelagert ist. Sie fußt auf der von Augus! 
Föppl für eine durch eine einzige Einzel 
last außermittig belastete Kreisplatte in Form 
von Doppelreihen in Polarkoordinaten gt 
vebenen Lösung Der Verfasser zeigt, daß di 
l.ösung für eine zentralsymmelrische Grupp: 
von solehen  Einzellasten sehr einfach dar 
vestellt werden kann und die Biegungsmo 
mente sich auch in geschlossener Form 3aı 
schreiben lassen. Die Lösung wird nun $ı 
durchgeführt, daß die frei aufliegende Kreis 
platte als »statisch bestimmtes« Grundsysten 
und die Größe der auf ein und demselbeı 
Kreise liegenden gleichen Stützkräfte als »über 
zählisex gewählt werden. Die Lösung wird i 
aller Ausführlichkeit durchgeführt und für di 
praktische Rechnung werden übersichtlich an 
seordnete und sorgfältig errechnete Tafeln bei 
gefügt. Für die Berücksichtigung des Ein 
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sses elwaiser voller oder teilweiser Rand- 
spannung wird ein einfacher und vollständig 
‚ügender Näherungsansatz gegeben. 
Für die häufig vorkommenden Fälle, in 
en die Annahme der Punktstützung nicht 
hr zulässig ist, ist der Weg für die Berück- 
htigung der Säuleneinspannung sowie auch 
die grobangenäherte Berücksichtigung der 
steifenden Wirkung der Kopfplatle ange- 
ıtet; die praktische Durchführung dieser Zu- 
zuntersuchungen dürfte aber vielfach außer- 
dentlich viel Rechenarbeit fordern. 
Die Lösungsmethode von Hajnal-Könyi 
t nicht nur für einfache radialsymmelrische 
dern für ganz beliebige zentralsymmetrische 
ılenanordnungen, also u.a. auch für die 
(ch einem quadratischen Nelz angeordneten 
tülzen. Referent möchte aber das Verfahren 
ur diesen letzteren Sonderfall weniger emp- 
ehlen, denn hier führt der einfachere Weg, die 
ewesche Methode zu benutzen und für die 
kandfelder Schätzungswerte einzuführen, schnel- 
er und — dank der verläßlichen Berücksich- 
sung der Säulen- und Stützkopfeinspannung 
u. U. auch genauer zum Ziel als die neue 
,ösungsmelhode. Letztere ist dagegen unenl- 
‚ehrlich für radialsymmetrische (und ähnliche) 
Säulenanordnungen, und gerade in diesen Fäl- 
en gestaltet sich die Durchführung der Lösung 
on Hajnal-Könyi weilaus am einfachsten 
Berlin Paul Nemenyi. 62 


Dr.-Ing. WILHELM SIEBRECHT, Kassel, 
Beitrag zur Regelung der Kreisel- 
pumpen und Untersuchungen über die 
theoretische und wirkliche Förder- 
höhe. Forschungsarbeiten auf dem Gebiele des 
Ingenieurwesens. Heft 321. Mit 37Abb. und 
‚ Zahlentafeln. VDI-Verlag, Berlin 1929. 2558. 
Preis 5M. 

Siebrecht untersucht die verschiedenen 
möglichen Verfahren zur Regelung der Kreisel- 
pumpen, und zwar neben der meist gebräuch- 
chen durch Drosselung in der Druckleitung 
ınd der ebenfalls möglichen nach den Ver- 
uchsergebnissen von Siebrecht aber nur in 
venigen Ausnahmen vorteilhaften tegelung 
urch Zuführung geringer Luftmengen in die 
‚augleitung, die manchmal angewandte HRege- 
ung durch drehbare Leiltschaufeln auf der 
ruckseile und eine sonst ungewöhnliche Re- 
elung durch zylindrische Spaltschieber. Er 
esründet die Zweckmäßigkeit der stufenweisen 
egelung durch Spaltschieber oder die Ver- 
endung von drehbaren Leitschaufeln auch bei 
lehrstromanordnung und gibt Regeln für die 
nwendungsbereiche der verschiedenen HRege- 

'gsarten, 

Die bisherigen auf Grund potentialtheoreli- 

er Untersuchungen errechenbaren theoreli- 

en Förderhöhen für die ideale Flüssigkeit 
ichen noch erheblich von deı wirklichen ab. 
ebrecht vermutet, daß noch durch diese 

Ihode nicht erfaßte Sekundarströmungen vor- 

ıden sind, die die Förderhöhen wesentlich 
einflussen. Die Versuche besser zu befriedi- 

scheint die PBerechnungsmethode von 

'leiderer, die aber noch Erfahrungskoefli- 

len zugrunde legen muß. 


Die Versuchsergebnisse sind sehr sorgfältig 
dargestellt, doch wird ihr Verständnis sehr er 
schwert durch die vom Verlag gewählte viel 
zu kleine Wiedersabe Für die Druckmessun 
sen scheint es dem Referenten nicht ganz 
einwandfrei, nur je eine einzige Druckmeß 
stelle am Saugrohr und Druckrohranschluß 
zu wählen, da durch die Unsymmetrie der 
Versuchsanlage sicherlich nur je eine einzige 
\leßstelle kaum den für die Auswerlung der 
Versuchsergebnisse nötigen Mittelwert liefert! 


Bln.-Charlottenburg F. Weinig 70 


FRIEDRICH KOHLRAUSCH, Lehrbuch 
der praktischen Physik. Sechzehnte. 
stark vermehrte Auflage. Mit 395 Figuren im 
Text. Verlag B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 
1930. XXX —- S608. Preis geh. 23 M, geb. 26M. 

Das bekannte, von Mitgliedern der Physika 
lisch-Technischen Reichsanstalt herausgegebene 
l,ehrbuch und Nachschlagewerk, von dem jetzi 
wieder eine Neuauflage notwendig geworden 
ist, bedarf keiner Empfehlung mehr. So ist 
denn nur zu erwähnen, daß die Anlage des 
Buches die gleiche geblieben ist und der Text 
und das reichhaltige Zahlenmaterial einer ge- 
nauen Durchsicht unterzogen worden sind. 
l:inige veraltete Methoden sind gestrichen wor- 
den, dafür finden sich in vielen Abschnitten, 
insbesondere bei der Optik, den elektrischen 
Schwingungen und den Methoden der modernen 
Atomphysik, beträchtliche Erweiterungen, die 
die Ergebnisse neuester Forschungen berück 
sichtigen. Das Buch wird auch weiterhin je 
dem Physiker ein unentbehrlicher Beraler sein 


Berlin (‚ünther Schulz 12 


Dr. J. HORN, o. Professor an der Techni- 


schen Hochschule Darmstad!i Partielle 
Differentialgleichungen. Zweile um 


voearbeitete Auflage Mit 8 Figuren. Göschens 
l.ehrbücherei, 1. Gruppe, Bd. 14 Verlag Wal 
ter de Gruyter & Co., Berlin und Leipzig 1929 
vn 228 S. Preis 11 M, geb. 12 M 

Das vorliegende Buch ist eine Um- 
arbeilung der im Jahre 1910 als Bd. LX der 
Sammlung Schubert erschienenen Einführung 
in die Theorie der partiellen Differentialglei 
chungen. Während in der alten Auflage die 
einfachsten  partiellen  Differentialgleichungen 
der Physik, nämlich die Gleichungen der 
schwingenden Saite und der schwingenden 
\embran, die Telegraphengleichung und die 
Wärmeleitungsgleichung, am Schluß des Buches 
in einem besonderen Abschnitt behandelt wur- 
den. sind diese in der Neuauflage in den 
allgemeinen mathemalischen Teil hineingearbei- 
tet worden, so daß ihre Behandlung jetzt als 
der Hauptzweck des Buches erscheint. Dieser 
Kindruck wird dadurch noch verstärkt, daß 
die aligemeine Theorie der parliellen Diffe- 
rentialgleichungen erster und zweiler Ordnung 
Charakleristiken, vollständiges Integral) in der 
Neuauflage an das Ende des Buches verwiesen 
und der einzige Abschnitt, der sich früher mit 
Differentialgleichungen erster Ordnung mit n 
unabhängigen Veränderlichen beschäftigte, ganz 
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lfortvefallen ist: damil is! (dieses schon in der 


alten Auflage sehr kurz behandelte Stoffgebiet 


och um die hauptsächlichsten Untersuchungen 
über singuläre Integrale und Systeme von 
Differentialgleichungen gekürzt worden Die 
Darstellung schließt sich im allgemeinen bis 
auf unwesentliche Paragraphenumstellungen an 
dıe der allen Auflage an Durch sorgfälligere 
lormulierung einiger Sätze hat das Buch noch 
ı Klarheit gewonnen und wird deshalb dem 


|,ernenden be der ersten F nführung In clas 
mfangreiche (Grebiet der linearen partlielien 

Dilferentialeleichungen wsule Diensle leisten 
Berlin Rh Islısch N. 


ADOLF HURWITZ, weil. ord. Prof. der 
Mathematik am Eidgenössischen Polytechnikunı 
Zürich Vorlesungen über allgemeine 
"unktionentheorie und elliptische 


"unktionen. llerausgegseben und ergänzt 
dureh einen Abschnitt über Geometrische Funk 
tionentheorie von R. Gourant, ord Prof. 
der Mathemalik an der Universität Göttin 
ven, Dritte vermehrte und verbesserte Aufl 


lage Mit 152 Abb Die Grundlehren der ma 
Ihematischen Wissenschaften in Einzeldarstel 
lungen, mit besonderer Berücksichtigung der 


\nwendungsoebiele Bd. Ill Verla Springer, 
Berlin 1929 \Il >34 >. Preis 33M. oeb 
31.80 M 

Zu der anerkennenden Besprechung, die die 


z.weıle \ullave (les obigen Buches bereits 1 
dieser Zeitschrift gelunden hal (S Bd.7. 1927. 
S. 329), ist es nicht nötig, vieles hinzuzufügen. 
Daß schon nach vier Jahren eine dritte Auf 
lage notwendig wurde, zeigt, wie beliebt das 
l,ehrbuch bei den Studiereiden geworden ist 
vielleicht deshalb, weil es von den elementaren 
Grundlagen der Funktionentheorie bis zu ihren 
schönsten und doch noch anschaulich verständ 
lichen Krfolge der Uniformisierungstheorie, 
Jühr! und dabeı weoel seiner Doppelgestalt 
auch in die andere, auf streng analylischer 
Basis begründele Entwicklungsrichtung der 
unktionentheorie nicht zu knappen Einblick 
sibt, Daß das Buch durch das Streben des 
Verfassers, den eigenen dritten Abschnitt ganz 
selbständig zu machen, noch an Umfang zu- 
senommen hat (die »geomelrische Funktionen- 
Iheori« nimmt jetzt erheblich mehr als die 
llälfte des Ganzen ein), würde den Rat nahe 
lesen, diesen Teil lieber zu einem abgetrennten 
Band zu machen. Soweit aber z.B. das Inter 
esse der L.eser dieser Zeitschrift ın Betracht 
kommt. so finden sich die für dıe Anwen 
dungen unentbehrlichen Teile der Funktionen- 
theorie, wie Einführung der komplexen Zah 
len, der Gauchysche Integralsalz mit seinen 


unmittelbaren "olvserungen., elemenlare und 
elliptische Funktionen, konforme \bbildung 
und Bandwerltaufgaben, doch wieder naturge- 
mäß auf die drei Abschnitte verstreut. Da 


aus diesem Grunde eine spätere Trennung zu 


bedauern wäre, sollte doch lieber auf die Selb- 
ständiskeit des dritten Abschnitts verzichtet 
werden. Es ließe sich damit vermeiden, daß 
viele Stellen der vorangehenden Abschnitte, in 
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der Form nicht allzu verschieden, später nocl 
einmal wiederholt werden. womit den Leser: 
des Buches wohl noch mehr gedient wäre. 


Breslau F. Noether. 5 


SCHULTE-TIGGES, Elementarmathe- 
matık. Unterstufe, Oberstufe Arithmeti- 
sche Aufgabensammlung. Unterstufe 
Oberstufe. Geometrische Aufgaben und 
Uebungen. Unterstufe, Oberstufe. Rechen 
tafeln für höhere Lehranstalten. Ver- 
lag Walter de Gruyter & Co., Berlin und Leip 
zig 1929 

\Wie weit die moderne Angewandte Mathe 
malik bisher Eingang in die Schule gefunden 
hal, erkennt man, wenn man sich die Kapitel 
Darstellende Geometrie und Wahrscheinlich 
keilsrechnung der mathematischen Lehrbücher 
ansieht. 

Das vorliegende Werk bringt in der Unter- 
stufe, angelehnt an den bekannten Leitfaden 
von Scheffers-Kramer, einen knapp ge- 
haltenen Anhang über Dächer, Böschungen und 
\xonomelrie Bei den Dächern fehlt das all 
semeine Konstruktionsprinzip der Firste. Statt 
der anhangweisen Behandlung würde sich eine 
methodische Einarbeiiung empfehlen, 

\ul der Oberstufe findet man eine vorzüg 
iiche Einführung in die darstellende Geometrie 
einschließlich der Affinität bei der Paralle! 
projeklion und der Perspeklivität bei der Zen 
tralprojeklion. Hervorzuheben sind die guten 
herausklappbaren Zeichnungen. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung dagesen ist 
noch nach dem alten Schema durchgeführt: 
Wahrscheinlichkeit gleich Anzahl der günst:gen 
älle dureh Anzahl der möglichen Fälle. Die 
moderne Definition: Wahrscheinlichkeit gleich 
(renzwert der relativen Häufiskeit ließe sich 
wohl auch ohne Schwierigkeit mit Schülern 


erarbeiten. Allerdings müßte der Begriff des 
(renzwertes bekannt sein. In dem vor 


liegenden Lehrbuch aber fehlt dieser grund 
levende Begriff selbst in der Differential- 
rechnung, wo noch mit den »unendlich kleinen 
Größen dy und dx der Kern der Sache ver- 
schleiert wird. 

Die arithmelische Aufgabensammlung ersetzt 
in der Art der Fragen vollkommen ein Lehr- 
buch. Hier werden auch Aufgaben gestellt, die 
zum Grenzwert hinführen. 

Bln.-Charlottenburg. 


Hans Friesecke. 58 


A. MORPURGO, Ing., Hofrat in Graz, 
Die wiederholte Einzelausgleichung 
lin Verfahren zur vereinfachten Aussleichung 
vermillelnder Beobachlungen mil vielen Unbe 
kannten Mit besonderer Berücksichtisung der 
zusammenhängenden Ausgleichung von Triangu 
lierungs-, Nivellements- und trigsonometrischen 
Ilöhennelzen. Mit 3 Figuren im Text und 4 Ta- 
bellenbeilagen. Als Manuskript gedruckt. B.G 
Teubner, Leipzig und Berlin 1930. (Teubners 
lechnische Leitfäden, Band 26.) II -|- 45. 
Preis brosch. 3.40 M. 
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Die Ausgleichung in einzelnen in sich ge 
hlossenen Aufnahmsgebieten wird als Kın 
elausgleichung« bezeichnet. Die Aneinander- 
sung von zwei oder mehreren derartigen 
ebielen ist dann ein weiterer Schritt und 
ird »Nelzausgleichung« genannt. Die Werte 
er Koordinaten der Punkte der einzelnen Ge 
ele werden von Morpurgo mittels eines 
‚ıvergenlen Ileralionsverfahrens berichtigt, das 
ch wenigen Schritten zu den als endeültis 
belrachtenden Werten führt und ökonomi 
her ist als eine einheitliche Gesamlauselei 
hung der aneinandergeflüglen Vermessungsge 
ele. 


\Viıen A. Basch. 9 


Ing. B. M. KONORSKI, Hilfsbuch für 
etlriebsberechnungen mit besonderer 
Berücksichtigung nomographischer Methoden 
\lit 46 Nomogramm- und 13 Kurventafeln und 
einem Lineal in einer Mappe sowie mil 
7/1 Zahlentafeln und 35 Textabbildungen IV 

137 S. 4%. 1950. In Mappe 28,50 M. 

Der Verfasser hat sich in vorliegendem Buche 
die Aufgabe gestellt, die rechnerische Ermiltt 
ung der verschiedenen, den Betriebsingenieur 
nteressierenden Werte nach Möglichkeit zu 
vereinfachen und abzukürzen. Dieser Aufgabe 
versucht Konorski auf verschiedenen Wegen 
erecht zu werden. In größtem Umfange wird 
die nomographische Methode herangezogen; das 
Buch enthält 59 Fluchtlinientafeln, welche die 
verschiedensten Gebiete der praklischen Be 
echnungstechnik umfassen. Für die Fälle, 
die sich für nomographische Darstellung nicht 
eignen, finden wir Zahlentabellen, graphische 
lafeln, Formelzusammenstellungen u. a. m. Die 
\nordnung ist so getroffen, daß in einem Er 
lauterungsbuch die Zahlentafeln, Vorschriften 
usw. mit deutlichen Erklärungen und vielen 
praklischen Beispielen vereinigt sind, während 
die Kurven- und Nomogrammlafeln lose in 
einer handlichen Mappe untergebracht sind 

Der Inhalt des Buches umfaßt: Mechanik, 


IIvdraulik, Wärmetechnik, lestigskeitslehre. 
euerungstechnik, Dampfkesselbetrieb, LElektro- 
technik und Beleuchtungstechnik. Besonders 


beachtenswert sind die zahlreichen Stellen, wo 
der Verfasser die Mängel der üblichen Berech- 
ungsmelhoden aufzeigt (z. B. Berechnung der 
‚ellen) und dafür neue, einfachere und stren 
er logisch aufgebaute Methoden vorschläg! 
as Kapitel über Feuerungstechnik bringt eine 
euarlige Darstellung und Gliederung der Er- 
heinungen, die an Klarheit und Schärfe 
ıchtis zu wünschen übrig läßt. Was die Flucht 
nientafeln betrifft, muß die Gewandiheit des 
fassers hervorgehoben werden, mit welcher 
oft komplizierte Zusammenhänge in einer 
lachen nomographischen Lösung ihren Aus 
ruck finden läßt; auf diese Weise sind meh 
re Nomogramme von hohem praktischen 
erte geschaffen worden (z. B. die Tafel für 
e Berechuung des Wärmcınlalles des über- 
izlen Dampfes u. a.). Dabei sind in an- 
kennenswerlter Weise Nomogramme mil kom- 
ızierter Handhabung vermieden. 


\ 
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Das reichhaltige und nültzli 
IX onorski wird sich sicherlich viele | reunde 
erwerben Die Ausstattung des Werkes durch 


den Verlag Springer ist hervorragend 
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Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Bespreehung 
bleibt vorbehalten): 


Dr. LUDWIG BIEBERBACH, o. ö. Professor 
an der Universität Berlin, Mitglied der Preu 
Bischen Akademie der Wissenschaften, Ana 
Iytische Geomelrie. Teubners Mathema 
tische Leilfäden, Bd.29 Mit 39 Figuren im 
Text. Verlag B. G. Teubner, Leipzig und Ber 
lin 1930. IV 1208. Preis kart. 6,600 M. 


Vierstellige Logarithmen für den Schul- 
gebrauch. Zusammengestellt von Dr. J. 
BRUNN. Neu herausgegeben und erzänzt 
von Studienrat JOSEPH PETERS. Ausgabe A 
mit Anhang: »Mathemalische Formelsammlung 
28 I1S. Preis IM. Ausgabe B ohne Anhang 

Mathematische Formelsammlungx. 288. Preis 
0.80 M. Verlag Aschendorff, Münster i. W. 1950, 


Berichte über die Verhandlungen der 
Sächsichen Akademie der Wissenschaften zu 
Leipzig. Mathematisch Physikalische Klasse. 
Kinundachtzigster Band. 1929, Mit 20 Figuren 
im Text. II. Verlag Hirzel, Leipzig 1929. 
>. 03 110. Preis 2.50 M. 


Dr. WALTER FRANKE, Mathematische 
"ormelsammlung IS S Verlag Friedr 
Viewes & Sohn, Braunschweis 1930. Preis IM 


Oberstudiendirektor i R Dr. A. DONATH. 
Rechenbuch für höhere Schulen. Erstles 
left. Siebzehnle Auflage 1118. Pres 2 M 
/weiles Hlell Dreizehnte,. umgearbeitele Auf 
lage. 1268. Preis 250 M. Verlag O. R. Reis 
land, Leipzig 1950. 


Dr. ROBERT HAUSSNER, 0. ö. Professor 
der Mathematik an der Universität Jena. Daı 
stellende Geometrie. Erster Teil I:le- 
mente: Ebenflächige Gebilde Vierte verbesserte 
Auflage Mit 110 Figuren im Text 207 8 


Zweiter Teil. Perspektive ebener Gebilde, Ke- 
selschnitte. Dritte. verbesserte Auflage Mit 
SS Fisuren im Text I68 S Sammluns Gö 


schen Nr. 142 u. 145. Verlag Walter de Gruy 
ter & Co. Preis je 1,50 M 


DUNHAM JACKSON, Professor of Mathe- 
matiecs in the University of Minnesota. "he 
Theory of Approximation. American 
Mathematical Society Colloqguium Publications 
Volume XI. Verlag American Mathematical 
Socielv. New York 19530. V--178S. 


Jahrbuch des Forschungs - Instituts der 
Allgemeinen Elektrizitäisgesellschaft. Erster 
Band 1928. 1929. Springer 1930. 240 8. 

EDMUND LANDAU, Professor an der Uni- 


versität Göttingen. Grundlagen der Ana- 


Ivsis. Ergänzung zu den Lehrbüchern der 
Differential- und Integralrechnung Akademi 


sche Verlagsges., leipzig 1930. XIV - 134 S. 
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Dr. GUSTAV JÄGER, Professor der Physik 
an der Universität Wien Theoretische 
Physik [. Mechanik. Mit 25 Fig. Sechste, 
verbesserte Auflage 150 S. II. Schall und 
Wärme. Mit 7 Fig. Sechste, umgearbeilete und 
vermehrte Auflage 1353 S. III. Elektrizität und 
Magnetismus. Mit 35 Fig. Sechste, verbesserte 
Auflage. 151 S. IV. Optik. Mit 44 Fig. Sechste, 
umpgearbeitete und vermehrte Auflage. 148 S. 
V. Wärmestrahlung, Elektrotechnik und Atom- 
physik. Mit 16 Fig. Vierte, umgearbeitete und 


vermehrte Auflage 130 S. Samml. Göschen 
Bd. 76, 77, 574, 78, 1017. Verlag Walter de 
Gruyler & Go. Preis pro Bd. 1,50 M. — Auf 


» Bändchen ausgedehnte Neuauflage des be- 
kannten kurzen Abrisses der gesamten Theore 


tischen Physik. 


Dr. MAX PLANCK, Professor der theoreti- 
schen Physik an der Universität Berlin. Eın- 
führung in die Theorie der Wärme 
zum Gebrauch bei Vorträgen, sowie zum Selbsl- 
unterricht. Mit 7 Figuren. Einführung in die 
Theoretische Physik V. Bd. Verlag S. Hirzel, 
l.eipzig 1930. VI-- 2518. 





Ztschr. f. angew. 
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ARTHUR HAAS, Dr. phil. Professor für 
Physik an der Universität Wien. Einfüh- 
rung in die theoretische Physik. Mit 
besonderer Berücksichtigung ihrer modernen 
Probleme. Erster Band. Mit 67 Abb. im Text. 
Fünfte und sechste, abermals völlig umgearbei- 
tete und wesentlich vermehrte Auflage. Verlag 
Walter de Gruyter & Co., Berlin und Leipzig 
1930. X 396 8. Preis 15M. 

Dr.-Ing. JOSEF EINWACHTER, Wehre 
und Sohlenabstürze. Berechnung der 
Unterwasserspiegellage und Kolktiefe bei den 
verschiedenen Abflußarten. Untersuchungen aus 
dem Flußbaulaboratorium der Technischen 
llochschule zu Karlsruhe Mit 35 Abb. im 
Text, 22 Abb. im Anhang und 10 Zahlentafeln. 
Verlag R. Oldenbourg, München und Berlin 
1930. VIT--58S. Preis geh. 7M. 

Mitteilungen des Instituts für Strö- 
mungsmaschinen der Techn. Hoch- 
schule Karlsruhe. Herausgegeben vom 
Institutsvorstand W. SPANNHAKE, o. Pro- 
bessor. Heft 1 mit 74 Abb. im Text und 13 Bild- 
tafeln. Verlag R. Oldenbourg, München und 
Berlin 1930. V--848S. Preis geh. 8M. 


NACHRICHTEN 


III. Internationaler Kongreß für Techni- 
sche Mechanik in Stockholm. Wie bereits 
mitgeteilt, beginnen die Verhandlungen des 
Kongresses Montag, den 25. August um 
I0 Uhr vormittags, an den folsenden Tagen um 
9 Uhr und dauern bis 17 Uhr mit einer Unter- 
brechung von 12 bis 14 Uhr. Die Sitzungen 
linden der großen Zahl der Anmeldungen 
wegen nicht, wie ursprünglich beabsichtigt, 
in der Technischen Hochschule, sondern im 
Reichstagsgebäude statt Das Internationale 
Kongreß-Komiltee versammelt sich zum ersten 
Mal Sonntag den 24. August um 14 Uhr im 
Rektorzimmer der Technischen Hochschule. 

An Festlichkeiten ist vorgesehen ein Emp- 
fang durch die Kygl. Ingenieurwissenschaftliche 
Akademie am Sonntag den 24. August, ein Ban- 
kett im Stadthause auf Einladung der Stadt 
Stockholm am Montags den 25., ein gemein- 
schaftliches Millagessen am 27., sowie eine 
semeinsame Fahrt durch die Stockholmer 
Schären mit Mittagessen in Saltsjöbaden, am 
29. auf Einladung der Kongreßleitung. 

Die Titel der allgemeinen Vorträge und 
Namen der Vortragenden sind bereits in Hett 2 
mitgeteilt worden. Die übrigen Vorträge ver- 
teilen sich auf vier Sektionen 

Nach Abschluß des Kongresses sind zwei 
srößere Exkursionen geplant. Die eine: Stock- 
holm—Falun—Siljan- Gothenburg fährt am 31. 
August nach Dalekarlien ab und trifft am 
2. September in Gothenburg ein. Die zweite Ex- 


kursion: Stockholm —Jämtland—Trondhjem und 
zurück verläßt Stockholm am 30. August abends 
und kehrt am 3. September morgens nach 
Stockholm zurück. 

Die Geschäftsstelle des Kongresses, die auch 
alle Auskünfte erteilt, befindet sich in der Kgl. 
Techn. llochschule rechts in der Eingangshalle 
und ist während der Tagung vom 24. bis 
29. August täglich von 9 bis 18 Uhr geöffnet. 
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und Mechanik. 


Ortsgruppe Berlin. 
Am 18. Juli sprach in der Techn. Hochschule 
Charlottenburg Hr. Dr. G. Weinblum- Berlin 


über ,„Die Berechnung des wellenbildenden 
Widerstands von Schwimmfahrzeugen“. 103 


Persönliches. Hr. Professor Dr. Hs»: bert 
Wagner, bisher o.Professor an der wiechn. 
Hochschule in Danzig ist als o. Professor auf 
den Lehrstuhl für Luftfahrwesen an der Techn. 
Hlochschule Charlottenburg berufen worden. 

Hr. Dr. A. Korn, Professor an der Techn. 
Hochschule Charlottenburg, wurde von der 
Techn. Hochschule Breslau zum Dr.-Ing. ehren- 
halber ernannt. 

Am 22. Juli 1930 verstarb der o. Professor an 
der Techn. Hochschule Braunschweig, Hr. Geh. 
Reg.-Rat Prof. Dr. Robert Fricke. 103 


(Redaktionsschluß 5. August 1930.) 
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